Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



I 



\ 






j Rboeived in Exchanob I 

jDetroit Public Llbrary 



1 



:t 



'i 



•ri 



i 



i 



\ 






i."%v' 






v> 


\ 


; C 


i 


] 1 


i 


1... 


■ 




Q 




(MAm 


1 '• 

lu. ■ . 

1^1 


•-A ■ 







^' 



/ t 



I 



J" N j 



,/ 












.'« -î'" 



/ 






! / 



♦î/W 



_F- 









zH-- 









I 




\ 



\ I 



r 




^ 



I 



! 

1 

» 



h 



LEÇONS 







m 
t 



D'ÂRITHMÉTIOUE 



I 
I 



r 

t 

l 

l 
I 

i 



i 



« 



OUVRAGES DU MEME AUTEUR 

QUI SE VENDENT A LA MÊME LIBRAIRIE 

Abrégé d*aritliiiiétiqae à l'usage des écoles primaires. Nouvelle édition. 
1 volume in-i8. Prix, cartonné, 75 c. 

OuTrage autorisé par le Conseil de rinstniction publique. 

lierons de géométrie, suivies de notions élémentaires de GéoMéTRiB 
DESCRIPTIVE. 3« édition, mise en harmonie avec les derniers programmes 
officiels, par MiVI. Alfred et Ernest Cirodde. i volume in-8, avec planches 
gravées. Prix, broché, 7 fr. 50 c. 

. Ouvrage autorisé par le Conseil de l'Instruction publique. 

Éléments de trigonométrie rectiligne et sphérigue. 1 votame in-8, 
avec une planche gravée. Prix, broché, 2 fr. 

Ouvrage autorisé par le Conseil de rinstruction publique. 

Levons de géométrie analytique, précédées des éléments de la 
Trigomométrie RECTILIGNE ET SPHÉRIQOE. 2« édition. 1 volumo in-8, avec 
10 planches gravées. Prix, broché, 7 fr. 50 c. 

Ouvrage autorisé par le Conseil de l'Instruction publique. 

Leçons d'algèbre, 3« édition, mise en harmonie avec les derniers- 
programmes officiels^ par MM. Alfred et Ernest Cirodde. 1 volume in-8. 
Prix, broché, 7 fr. 50 c. 

Ouvrage autorisé par le Conseil de l'Instruction publique. 



1 



Imp. L. Toinon et Cle, à Saint-Germain. 



^ 



LEÇONS 

D'ARITHMÉTIQUE 

PAR 

P. L. C^IRODDE * 

ANCIKM PROFISSBUn DB IfATI^ÉllÀTIQUBS AU LTCBB NAPOLBON 

OUVRAGE AUTORISÉ 

PAR LB CONSEIL DE L'INSTRUCTION PUBUQUE 



t)tnjg[ttmie idition 

mise en harmonie avec les derniers programmes officieLi 

PAR 

AliFBED ET ERNEST CIRODDE , 

anciens élèves de l'École polj^chnique, ingénieurs des ponts et cbanssées 



PARIS 

LIBRAIRIE DE L. HACHETTE ET C* 

BOULEVARD SA INT- GERMA 1 N, N* 77 

1869 






EXPLICATION 



DES SIGNES EMPLOYÉS DANS CET OUVRAGE. 



-{- signifie p<ta. . . . ainsi 84*2 s'énonce huit plus deux, 
^ moins 8—2 huit uoiw deux, 

X ou . multiplié par. L ,( s'énoncent huit multiplié par deux. 

ou: divisé par.,,, \ â | huit DiviBt vaï^ deux*. 

=: égale 6+2=8 s'énonce six plus deux égale huit. 

< plus petit que. 6<8 six plus petit que huit, 

^ plusgrandque. 8>6 huit plus grand que six. 

On a remarqué d'une (*) les articles les plus difficiles ou qui sont d'une 
importance moins inmiédiate, et que l'on fera bien d'omettre à une première 
lecture. 

Enfin, les numéros placés entre parenthèses indiquent qu'il faut toujours 
■96 reporter aux articles correspondants : par exemple, dans la ligne 16 de 
la page 18, le signe (US) marque un renvoi au principe établi au n^ US, et 
rappelle ainsi au lecteur que Von multiplie un nombre par cent mille en écri- 
vant cinq zéros à sa droite. 



* Remarquez qae — signifie moins on divisé par^ selon qne les nombres qn'll sépare 
■sont de chaque cdté de ce signe, ou qu'ils sont l'on au-dessus et l'autre au-dessous de ce 
signe. 
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D'ARITHMÉTIQUE. 



CHAPITRE I. 

NUMÉRATION. 



S J- NOTIONS PRÉLIMINAIRES 

1. On]appdU quantité tout ce qui est susceptible (T augmenter 
tion ou de diminution i ainsi il n'est aucun objet qui, considéré 
sous ce point de vue, ne puisse être rangé parmi les quan- 
tités. 

2. Nous ne pouvons nous former une idée de la grandeur 
d'une quantité qu'en /a mesurant, c'est-à-dire en la comparant 
à une autre quanXité de mJkm^ espèce. Que l'on me présente, en 
effet, une pièce d'étoffe roulée sur elle-même, il est certain 
que je n'ai nulle idée de sa longueur : mais si je prends une 
longueur quelconque, un mètre par exemple, et que je la 
porte sur l'étoffe autant de fois qu'elle pourra y être contenue, 
j'acquerrai une idée exacte de la longueur de cette étoffe. 

5. Cette quantité arbitraire à laquelle je puis comparer 
toutes les quantités de la même espèce se nomme unité : on dit 

1 



2 NUMÉRATION. 

donc que TuNiTÉ est une quantité que Von prend arbitrairement 
pour servir de commwne mesure dans la comparaison des quan- 
tités de même espèce. 

4. On appelle nombre la collection àe plu^sieurs unitêSy c'est- 
à-dire de plv^urs quantités de mime espèce et égales enire 

ellef. 

y 

6. L'arituétiqùe est la partie élémentaire de la science des 
nombres; elle a pour but de donner des moyens faciles pour re^ 
présenter les nombres, ainsi que pour les composer et les décom^- 
poser. 

G. Lorsque en énonçant un nombre on désigne Tespècedes^ 
unités qu*il renferme, on l'appelle nomtre concret On dit que le 
nombre est abstrait i^ns le cas contraire : ainsi, vingt hommes y. 
cinquante mètres, etc., sont des nombres concrets, et douze est 
un nombre abstrait ; car lorsque j'entends prononcer ce mot 
douze, par exemple, il réveille en moi Fidée de douze choses 
égales et de même espèce; mais j'ignore quelles sont ces 
choses ; ce nombre est donc abstrait. 

y. La NTMÉRATioN cst Fart de fonner les nombres et de les re- 
présenter, soit par des noms, soit par des caractères: el !f se com- 
pose ainsi de trois parties, dont nous allons nous occuper suc- 
cessivement. 



S n. FORMATION DES NOMBRES. 

8. On voit par la définition même qu'on a donnée des 
nombres (4) qu'ils 5e forment par Vaddition successive de 
Vunité avec elk-même; qu'ainsi, en ajoutant une unité à une 
unité de la même espèce, on obtient un nombre; qu'en 
ajoutant à ce nombre une nouvelle unité, on aura un nou- 
veau nombre, et ainsi de suite. On peut donc dire qu'if y a 
une infinité de nombres; car quelque grand que soit un nom- 
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bre, oa peut encore y ajouter nue unité, et obtenir ainsi un 
nouveau sombre, l 

f 

9. On sent par là qu il eût été impossible de désigner les 

nombres par des noms particuliers et indépendants les uns des 

autres. On a dû chercher le moyen d'exprimer tous les rwjnbres 

dont on peut avoir besoin^ par la combinaison régulière Sun petit 

nombre de mots. Nous allons exposer la marche que Ton a sans 

doute suivie pour résoudre ce problème, qui est l'objet de la 

numération parlée. 



S ni. NUMÉRATION PARLÉE 

10. Les premiers hommes ont commencé par compter sur 
leurs doigts, et ils ont naturellement donné des noms particu- 
liers aux nombres ainsi forcées. Ces nams sont", un, deuXy trois, 
quatre, cinq^ six, sept, hmt, neuf, dix. Arrivés au dernier de 
leurs doigts, ils formèrent un total de dix unités, auquel ils 
donnèrent le nom de dizaine, et ils recommencèrent à compter 
sur leurs doigts par dizaines comme ils avaient compté par 
unités, c'est-à-dire qtf ils ont fait précéder le mot dizaine des 
noms des dix premiers nombres. Ainsi ils ont dit : 

Une dizaine^ deux dizaines, trois dizaines^ quatre dizaines, 
cinq dizaines, six dizaines, sept dizaines, huit dizaines, neuf 
dizaines, dix dizaines; mots auxquels on a substitué les noms 
plus simples : 

Dix, vingt, trente, quarante, cinquante, soixante, septante, 
octante, nonante, cent *. x 



* Nous aTODS i«mpiAoé l6s moU ivimmUe'-dix, quaire-inngis, quatre-vingt- 
dix, respectivement par les mots plus simples, septante, octarUe, nonante, 
qui d'ailleurs sont usités dans le midi de la France ; il aurait même été bon 
de substituer les mots unante et duatOe aux mots dix et vingt, pour rendre 
la nomenclature des dizaines tout h Ait cégulière. 
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Or, entre deux collections consécutives de dizaines il y a 
neuf nombres intermédiaires, que l'on obtient en ajoutant suc- 
cessivement les neuf premiers nombres à la première de ces 
collections. Si donc à chacun des noms des neuf premières col- 
lections de dizaines on ajoute successivement ceux des neut 
premiers nombres, on obtiendra les noms de tous les nom- 
bres compris entre dix et cent. Ces noms sont : 

Diop-tin, dix-deux, dix-trois, , dix-neuf; 

Vingt-un y vingt-deux, vingt-trois, , vingt-neuf; 



Nonante-un, nonante-deux, nonante-trois, . ., nonante-neuf. 

Aux mots dix-un^ dix-deux, dix-trois, dix-quatre^ dix-cinq, 
dix-six, on a substitué les mots onze, douze, treize, quatorze, 
quinze, seize. , 

Cela posé, les dizaines éfant elles-mêmes comptées sur les 
doigts n'ont pas pu aller au delà de dix ; de sorte que, par 
analogie, on a formé un total de dix dizaines, qu'on a. appelé 
centaine; et de même qu'on avait dit : 

Une dizaine^ deux dizaines, , dix dizaines, 

on a dit : 

Une centaine, deux centaines, , dix centaines^ 

ou plus simplement : 

Un cent, deux cents, , mille. 

Mais entre deux collections consécutives de centaines il y a 
nonanle-ncuf nombres intermédiaires, qui se forment en ajou- 
tant successivement les nonante-neuf premiers nombres à îa 
première de ces collections. Si donc à chacun des noms 
des neuf premières colleclions de centaines on ajoute ceux 
des nonante-neuf premiers nombres, on obtiendra les noms 



■ • 
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de tous les nombres compris entre cent et mille. Ces nbms 
sont : 

Cent un, cent deux^ , cmt nonante-neuf; 

Deux cent un, deux cent deux, . ., deux cent nonante-neuf; 



Neuf cent un, neuf cent deux, . ., neuf cent nonante-ncuf. 

Arrivé à mille, on a regardé ce nombre comme une nou- 
velle unité, et on a formé mille collections de mille, dont on a 
composé les noms en ajoutant le mot mille à la suite des noms 
des mille premiers nombres, ce qui a donné : 

Un mille, deux mille, . . ., neuf cent nonante-neuf mille, 
mille mille ou million. 

Or, entre deux collections consécutives de mille il y a neuf 
cent nonante-neuf nombres intermédiaires, qui se forment en 
ajoutant lesneuf cent nonante-neuf premiers nombres succes- 
sivement à la première de ces collections. On composera donc 
les noms de tous les nombres compris entre un mille et un 
million, en plaçant les noms des neuf cent nonante-neuf 
premiers nombres à la suite de chacun de ceux des neuf cent 
nonante-neuf premières collections de mille. On aura ainsi : 

Mille un, mille deux, . . ., mille neuf cent nonante-neuf ; 
Deux mille un, deux mille deux, . . ., deux mille neuf cent 
nonante-neuf; 



Neuf cent nonante-neuf mille un, neuf cent nonante-neuf 
mille deux, . . . ., neuf cent nonante-neuf mille neuf cent 
nonante-neuf 

Maintenant, de même qu'on a composé les noms de tous les 
nombres compris entre un mille et un million en comptant par 
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unités, dizaines, centaines de mille, on farmera ceux des 
nombres compris entre un million et la collection de mille 
millions, que Ton appelle billion^ en comptant par unités, 
dizaines et centaines de millions. La collection de mille billions 
a reçu le nom de trillion; celle de mille trillions a formé le 
qv^rillionf et ainsi de suite. 

On voit donc que par la seule combinaison des noms des neuf 
premiers nombres avec ceux des diverses unUiSt imiTi, dizaine, 
CENTAINE, MILLE, MILLION, BiLUON, etc.y U scra facile de former 
les noms de tous les nombres que Von pourra avoir à consi- 
dérer. 

S IV. NUMÉRATION ÉCRITK 

11. La difficulté d'embrasser d'un seul coup d'œil Fexpres- 
sion d'un nombre un peu considérable, et, par suite, celle plus 
grande encore de combiner plusieurs nombres ensemble, a 
fait sentir la nécessité de représenter les nombres pPus simplement 
que par V écriture en toutes lettres. Il était naturel de chercher, 
dans la marche que l'on avait suivie pour exprimer les nombres 
avec un petit nombre de mots, le moyen de les représenter 
avec quelques caractères. On a donc observé que Ton avait 
formé les noms des nombres en combinant les noms des neuf 
premiers avec ceux des unités des différents ordres : unitéj 
dizaine, centaine^ mille, million, etc. Cette remarque a fait naître 
ridée de représenter les neuf premiers nombres respective- 
ment par les caractères ou chiffres 

1, 2, 3, 4, 5, 6^ 7, 8, 9. 



r^ 



Mais comme on compte par dizaines, centaines, mille, etc., 
comme par unités, il fallait employer aussi ces neuf chiffres 
pour représenter les diverses collections de dizaines, de cen- 
taines, de mille, etc. Comment alors distinguer si un chiffre 
représente telle ou telle collection d'unités? 

Qn aurait pu y parvenir en affectant chaque chiffre d'un signe 
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particulier,, selon qu*U aurait ûti désigner des v»^, dizain^j 
-émtaineSf mille, etc.; mais on sent ^^ le grand nombre de si- 
gnes qu'il faudrait alors employer, si le nombre à écrire était , -r ., / 
considérable, deviendrait embarrassant. On a éludé'cette diffi- ^'^' ^^^ ' 
culte en remarquant que chaque unité est décuple de la pré- 
oédente^ ce qui a fait naître Theureuse idée d'attribuer à c)iaque 
chiffre deux valeurs, l'une que Ton nomme valeur ab$olue, 
^n vertu de laquelle un chiffre représente une certaine collection 
d'unités d'un ordre quelconque; l'autre que l'on appelle valeur 
DE posrnoif , qui consiste en ce quhin chiffre placé à la gauche d'un 
autre représente des unités dix fois plus grandes que celles indi- 
quées par cet autre. 

Si donc on convient que le chiffre placé au premier rang, en 
^ant de droite à gauche» représente des unités simples, celui 
quiseraau second rang représentera des dizaines ; au troisième, 
des centaines, et ainsi de suite : de sorte quele rang d^un chiffre 
indiquera l'ordre desunUés qu'il exprîmejy eut-on, par exemple, ^ 
écrire le nombre neuf cent quarante-sept unités; comme il se 
«compose de neuf centaines, quatre clizaine$ etçept unités, oqi 
•devra employer les chiQres 9, 4, 7, dételle matière que le 7 spit 
au [Hremier rang, le 4 au second, et le 9 au troisième, en allant 
vers la gauche : ainsi l'expression du npmhre proppsésera Q^7. 
liais si quelques ordres d'unités manquaient dans le nombre que 
l'on veut écrire, comment placer ce? chiffres aux rangs qui con- 
viennent aux unités qu'ils do^-^ent représenter? On a inventé, 
pour cela, un dixième caractère, 0, nommé xéroy qui n'a au- 
cune valeur par lui-même, et qui sert uniquement à remplacer 
les unités qui ne se trouvent pas dans le nombre proposé. 
Ainsi l'expression du nombre neuf cent ^ept unités sera 907. 

On est maintenant en étal d'écrire en cl^iffres tous les nom- 
bres possibles, car il sera toujours facile de concevoir le nom- 
bre proposé comipc décomposé eu ses diverses pollection3 
d'unités : chacune d'elles pourra être exprimée par un chiffre 
particulier, puisqu'elle ne contient jamais plus de neuf unités, 
et il ne s'agira plus que de placer aux premier» deuxième, troi- 
sième, quatrième5Clc., rangs les chiffres qui doivent représen- 
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ter respectivement des unités, dizaines, centaines, mille, etc., 
ce qui ne saurait offrir de difficulté. 

Donc, avec les dix caractères 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, et 
ce principe fondamental qu'un chiffre placé à la gauche d^un 
autre exprime des unités dix fois plus grandes que celles indi- 
quées par cet autre^ on pourra représenter tous les nombres pos» 
sibles. 

12. Il résulte du système de numération parlée que nous 
avons adopté (iO), que tout nombre se partage en diverses 
classes d^u/nités principales ou ternaires : unités^ mille , millions^ 
illionsy etCf dont chacune se compose d'unUéSy de dizaines et 
de centaines; que, de plus, ces diverses collections d'unités 
s'écrivent les unes à la suite des autres, de manière que celles 
de l'ordre le plus élevé occupent le premier rang à gauche ; 
que celles de l'ordre immédiatement inférieur viennent après, 
et ainsi de suite. 

Donc, pour écrire en chiffres un nombre énoncé, on écrira les 
uns à la suite des autres^ en allant de gauche à droite, les chif* 
fres qui doivent représenter respectivement les centaines^ dizaines 
et unités de chaque ordre ternaire, en ayant soin de remplacer 
par des zéros celles de ces collections qui pourraient manquer. 
Lorsqu^on sera parvenu au>x unités simples, le nombre énoncé sera 
écrit» 

Exemple. L'expression en chiffres du nombre quarante bU^ 
lions trente mille sept unités est 40000030007. 

15. Kédpvoquement, pour traduire en langage ordinaire un 
nombre écrit en chiffres, partagez ce nombre en tranches de 
trois chiffres, en allant de droite à gauche, sauf à n^en laisser 
qu'un ou deux dans la dernière : de cette manière, les tranches 
qu'on aura formées correspondront respectivement aux différents 
ordres d'unités ternaires. Commençant ensuite par la gauche^ 
vou^ énoncerez chaque tranche comme si elle était seule, en ajou^ 
tant après ses unités le nom de Funiti ternaire à laquelle elle cor* 
respond. 
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Soit proposé, par exemple, de traduire en langage ordinaire 
le nombre 

35807000040536004. 

Nous le partagerons en tranches de trois chiffres, comme on 
le voit ci-dessous : 

35 807 000 040 536 004. 

Il y a six tranches : ainsi la dernière est de Tordre des qua- 
trillions. Nous dirons donc : trente-cinq quatrillions huit cent 
sept trillions quarante millions cinq cent trente-six mille quatre 
unités. 

Remarquez que les deux règles précédentes exigent seule- 
ment que l'on sache écrire ou énoncer un nombre de trois 
chiffres. 



CHAPITRE IL 



CALCUL DES NOMBRES Ei^TIERS. 



S I. ADDITION. 

14. L'addition est une opération qui a pour but de réunir plu- 
sieurs nombres en un sevi^ que Von appelle sommï. ou total. 

^5. La somme de deux nombres devant contenir toutes leurs 
unités, il est évident que, pour les additionner, il faut ajouler ^ 
successivement à Tun d'eux toutes les unités qui sont contenues //^-^ 
dans Tautre. Veut-on , par exemple, ajouter quatre à cinq; on 
dira, en comptant sur ses doigts jusqu'à ce que Ton soit arrivé 
au quatrième : cinq plus un, six; plus up, sept; plus un, huit; 
plus un, neuf; de sorte que cinq et quatre font neuf. Il serait 
facile d'étendre ce procédé à l'addition de tant de nombres que 
Ton voudrait. Mais on sent que si les nombres à additionner 
étaient un peu grands, l'opération deviendrait impraticable par 
sa longueur. On a donc dû chercher une méthode plus simple. 
Voici la règle générale que l'on suit : 

AQjPour additionner plusieurs nombres^ écrivez ces nombres 
les uns au-dessous des autres , de manière que les uniiès de 
même ordre soient dans une mime colonne;^ soulignez le dernier 
nombre^ pour le séparer du résultat ^ que vous écrirez au -des- 
sous; additionnez successivem^ent ^ en commençant par la droite^ 
les nombres contenus dans chaque colonne; si la somme ne sur-- 
passe pas neuf, on V écrira telle qu^on Vaura trouvée; si elle con' 
tient des dizaines^ vous écrirez seulement ses u/nités^ et vous re- 
tiendrez ses dizaines^ pour les ajouter à la colonne suivante^ sur 
laquelle il faudra opérer comme sur la précédente, et ainsi de 



CALCUL DES l^MBRES ENTIERS. H 

suite jusqu'à la dvmièr» étonne , m-dessous de laquelle vous 
écrirez la smnme trouifé». 

Il est clair qu'en opérant ainsi on aura effectué l'addition 
des nombres proposés : car le résultat contiendra toutes leurs 
unités simples, toutes leurs dizaines, toutes leurs centaines, etc. , 
et par conséquent toutes leurs unités- 

De plus, l'addition des nombres contenus dans cbaque co- 
lonne ne présentera pas de difficulté, puisqu'on n'aura jamais 
qu'à ajouter un nombre d'un seul chifirc à un autre nombre, 
<5e qui est facile (i»), et même les résultats de ces additions 
partielles se gravent bientôt dans la mémoire. 

Exemple. Additionner les nombres 725, 9152, 2189, 73 et 6. 
On disposera l'opération comme ci-dcssous : 



725 
9152 
2189 
73 



Somme. . . . 12145 

nais on additionnera les nombres contenus dans la première 
colonne, en disant : 5 et 2, 7 ; et 9, 16; et 3, 19; et 6, 25. On 
n'écrit que les 5 unités, et l'on retient les 2 dizaines, pour 
les additionner avec les nombres de la deuxième colonne, ce 
qui donnera 24 ; et ainsi de suite jusqu'à la dernière colonne à 
sauche, dont la somme, augmentée de la dizaine qui a reflué 
de la colonne précédente, forme le nombre 12, que l'on écrit 
à la gauche des chiffres déjà trouvés. La somme demandée est 
ainsi 12 H5. 

^7. On appelle preuve tfiwe opiration «ne teconde opération 
/ Ve Von fait pour s'asmrer de l'exactitude de ^ î'«»"f *; j/^^ 
'résulte que, quoique la preuve d'une o^^^^^^^^ ^^^ZZ 
conditions qui lui sont imposées, on ne doit ««P«"^*°^^P;* ^ 
conclure rigoureusement que cette opération soit exacte PU«. 
que la preuve, étant une opération, a eUe-mème besom d une 



12 CALCUL DES MOMBBES ENTIERS. 

preuve, laquelle en nécessite une aussi, et ainsi de suite à Tin- 
fini. Mais le concours des circonstances nécessaires pour qu'une 
preuve soit fausse est si difficile à rencontrer, que la probabilité 
que donne une preuve équivaut presque à une certitude. 

18. Pour faire la preuve d'une addition, il suffit de recom- 
mencer le calcul dans un ordre différent de celui qu'on a suivi 
d'abord : «, par exemple y on a fait f addition dés différentes co- 
lonnes en allant de haut en has^ on la refera en comptant de bas 
en haut ; et si le résultat de cette seconde opération est identique 
avec celui de la première f on en conclura que cette première opéra- 
tion a été bien faite, 

S H- SOUSTRACTION. 

9. La SOUSTRACTION est une opération qui a pour but de dé" 
iompoer un nombre donné en deux parties^ dont Vune est connue. 
Le résultat se nomme reste, excès ou différence. 

Il est évident d'après cela^ que, pour soustraire un nombre 
d'un autre,'il suffit d'ôter successivement du plus grand toutes 
les unités du plus petit. Veut-on, par exemple, retrancher 
quatre de neuf; on dira, en comptant sur ses doigts jusqu'à ce 
que l'on soit arrivé au quatrième : neuf moins un, huit; moins 
un, sept; moins un, six; moins un, cinq. Ainsi, en soustrayant 
quatre de neuf, on trouve dnq pour reste. On dit aussi que ce 
nombre cinq exprime Vexcès de neuf sur quatre , ou la di/fé- 
rence de quatre à neuf. 

• 

AO. Si le nombre à soustraire était très-grand, l'opération 
effectuée de la manière précédente deviendrait presque im- 
possible. Or il est évident que, si des unités, dizaines, centai- 
nes, etc., du plus grand nombre, on soustrait respectivement 
les unités, dizaines, centaines , etc. , du plus petit , on aura 
soustrait du plus grand nombre toutes les parties du plus petit 
et par conséquent ce plus petit lui-même. L'opération d'ailleurs 
ne présentera pas de difficulté, puisqu^on n'aura ainsi à sous- 



"1 



CALCUL DES NOMBRES ENTIERS. 13 

traire que des nombres d*un seul chiffre (10). Mais il peut 

arriver que quelques-uns des chiffres du nombre à soustraire ^ 

surpassent ceux qui expriment des unités de même ordre dans 

le nombre dont on soustrait. 

Si, par exemple^ on voulait soustraire 29 de 67, on serait 
conduit à soustraire 9 de 7, ce qui ne se peut pas. On rendra 
évidemment la soustraction possible en ajoutant dix imités à 7, 
ce qui fera 17; mais on aura ainsi augmenté le nombre dont 
on soustrait, et par conséquent le reste, de dix unités : il faudra 
donc diminuer ce reste d'autant. On y parviendra en ajoutant 
dix unités au nombre à soustraire (ce qui revient à ajouter une 
unité au chiffre 2) : car ayant retranché une dizaine de plus, 
il restera une dizaine de moins. Ainsi, après avoir augmenté 
le reste d'une dizaine, on l'aura diminué d'une dizaine; donc 
il n'aura pas changé de valeur. On dira donc : 9 ôlé de 17, il 
reste 8, et je retiens 1 ; et 2 fonts, ôté de 6, il reste 3; le reste 
est donc 38. 

'Si . Concluons de ce qui précède la règle générale suivante : 
"^Pour soustraire tm nombre d'un autre, écrivez le plus petit sous 
le plus grand, de manière que les unités de même ordre se cor-i^ > ^v^- 
respondent; soulignez le plus petit nombre, pour le séparer du '"^^ 
reste, que vous écrirez au-dessous; soustrayez successivement , en 
commençant par la droite, chaque chiffre du nombre inférieur 
de celui qui lui correspond dans le nombre supérieur; si Vune de 
ces soustractions partielles ne peut pas s'effectuer^ augmentez de 
dix unités le chiffre dont vous voulez soustraire, mats retenez une 
unité pour V ajouter au chiffre h gauche de celui que vous avez 

•m 

dû soustraire. 

Exemple. Soustraire 4028 de 32106. On dispose Topération 

ainsi qu'il suit : 

32106 

4028 



Reste. . . . 28078 
puis, appliquant la règle, on dit : 8 de 6, cela ne se peut pas, 



i 
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j'ajoate 10, ce qui fait 1 6; 8 de l'^, il restée 8, qne j'éms, «t je 
retiens 1 ; et 2 font 3, de 0, C6(a ne Pb |»e«t pas; j'ajoote 10; 
8 de 10, il reste 7 , que j'écris, et je refliens 1 ; de 1, il reste 0; 
4 de 2, cela ne se peut pas; j'ajoute IH), <ee qui favt il; 4 de 18, 
il reste 8, et je retiens I ; de 3, il reste 2. Le veste demandé est 
ainsi 28678. 

22. Pour faire ta prmve d» la m^wirae^vn^ ^(Mtvommz le 
reste avec fe vwmbre à tmx^ravny «{ mus idmrez rett&u\>er le 
plus grand nombre : car, d'après la définition de la soustrac- 
tion, le plus grand nombre doit être la somme da plos petit et 
du reste. 

S m. MULTfiPLICATIOTT. 



25. La MULTiPLiCAriON est une opération qui a pour but de 
composer un nombre nommé . produit avec un nombre nommé 
MULTIPLICANDE, commc un autre nombrt appelé multiplicateur 
est composé avec Vunité : de sorte que si le multiplicateur con- 
tient 2, 3, 4... fois l'unité, le produit devra contenir 2, a, 4... 
fois le multiplicande. 

Il suit de là que, pour obtenir le produit de deux nombres^ il 
faut répéter le multiplicande autant de fois qu^U y a d'unités dans 
le multivlicateur^ et faire la somme : ainsi 

5X3 = 5 + 5 + 5 = 15. 

24. Remarquons, 1» que le multiplicateur est un nombre 
abstrait^ puisqu'il indique combien de fois le produit contient 
le multiplicande (6); 2* que le produit est de même espèce que 
le multiplicande : car l'un est une partie de l'autre, et un tout 
et ses parties sont nécessairement de même espèce. 

25, En réfléchissant sur la nature du procédé que nous 
avons indiq% pour multiplier deux nombres entre eux (23), 
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on sent que, si le muUiplicateur était composé de plusieurs 
chiffres» l'opération deviendrait impraticable. On a donc cher- 
ché une méthode plus abrégée, à laquelle on a donné le nom 
de multiplication. 

26. Avant d'exposer cette méthode, nous ferons observer 
que, pour multiplier un nombre quelconque par VunUé mime 
de plusieurs zéros, U suffit décrire à la droite de ce nombre 
autant de zéros qu'il s'en trouve à la svfUe de Vunitè: car y si 
l'on écrit, par exemple, deux zéros à la droite d*un nombre, 
il est clair que chacun de ses chiffres aura reculé de deux rangs 
vers la gauche, et représentera ainsi des unités cent fois plus 
grandes (ii); donc toutes les parties du nombre proposé étant 
devenues cent fois plus grandes, ce nombre est lui-même de- 
venu cent fois plus grand, c'est-à-dire qu'il a été multiplié par 
cent. Ainsi 286 X 100 = 28600. ^ 

27. On démontrerait de la même manière que, 9i un nombre 
est terminé par des zéros, on le rendra 10, 100, 1000, etc., fois 
plus petit en supprimant sur sa droite un, deux, trois, etc., zéros. 
Ainsi le nombre 27&0 est cent foisiplus petit que 275000. 

28. n peut se présenter trois cas dans la multiplication : ou 
le multiplicande et le multiplicateur sont des nombres exprimés 
par un seul chiffre; ou le premier est un nombre composé de 
plusieurs chiffres et le second wn nombre représenté par un seul; 
ou le multiplicateur est un nombre qui contient plusieurs chiffres. 
Nous examinerons successivement ces trois cas. 

La multiplication de deux nombres exprimés pat uniseul 
chiffre s'effectue d'après la règle du n» 25. Mais comme la mul- 
tiplication de deux nombres quelconques dépend, ainâ que 
nous le verrons bientôt (51, 55), de celle de detix nombres 
représentés par un seul chiffre, on a construit une table qui 
renferme les produits des neuf premiers nombres multipliés 
deux à deux, produits qu'il est très-important de graver dans 
sa mémoire. 
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TABLE DE MULTIPUCATION. 



1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


2 


4 


6 


8 


10 


12 


14 


16 


18 


3 


6 


9 


12 


15 


18 


21 


24 


27 


4 


8 


12 


16 


20 


24 


28 


32 


36 


5 


10 


15 


20 


25 


30 

• 


35 


40 


45 


6 


12 


18 


24* 


30 


36 


42 


48 


54 


7 


14 


21 


28 


35 


42 


49 


56 


63 


8 


16 


24 


32 


40 


48 


56 


64 


72 


9 


18 


27 


36 


45 


54 


63 


72 


81 



Voici la méthode que l'on suit pour former cette table, qui 
porte vulgairement, mais à tort, le nom de Table de Pytliagore. 

20. On écrit les neuf premiers nombres sur une ligne hori- 
zontale, de sorte que cette ligne contient les produits des neuf 
premiers nombres roulliplic's par 1. On ajoute chacun de ces 
nombres à lui-môme, et Ton écrit les sommes sur une seconde 
ligne horizontale, qui contient ainsi deux fois chacun des neuf 
premiers nombres, c'est-à-dire leurs produits par 2. On ajoute 
chacun des nombres de cette seconde ligne avec ceux qui leur 
correspondent dans la première, et on écrit les résultats sur 
, une troisième ligne, qui est par conséquent composée des 
p produits de chacun des neuf premiers nombres par 3; car la 
première ligne contenant une fois les neuf premiers nombres, 
et la seconde lea contenant deux fois, la somme de ces deux 
lignes les contiendra évidemment trois fois. En continuant ainsi 



CALCUL DES NOMBRES ENTIERS. 17 

d'ajouter les nombres de la dernière ligne obtenue avec ceux de 
la première, on est arrivé à la neuvième ligne qui renferme les 
produits de chacun des neuf premiers nombres multipliés par 9. 

30. Pour trouver, au moyen de cette table, le produit de deux 
nombres représentés chacun par un seul chiffre^ cherchez le nom- 
bre qui se trouve à la fois dans les deux lignes verticale et horizon- 
tale portant respectivement entête le multiplicande et le multiplica- 
teur. Ainsi le produit de 5 par 3 est le nombre 15, qui se 
trouve à la fois dans la cinquième ligne verticale et dans la troi" 
sième ligne horizontale. 

y 51. Pour multiplier un nombre composé de plusieurs chif- 
fres par un nombre d'un seul chiffre, il suffit de répéter suc^ 
cessivement les unités, dizaines, centaines, etc., du multipli- 
cande autant de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicateur : 
car, ayant ainsi répété toutes les parties du multiplicande 
chacune autant de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicateur, 
il est clair qu'on aura répété le multiplicande ce même nombre 
de fois. Mais lorsque ces différents produits partiels surpasse- 
ront 9, on n'écrira que leurs unités, et l'on retiendra leurs 
dizaines pour lea ajouter au produit partiel suivant. Donc, 
pour multiplier un nombre composé de plusieurs chiffres par un 
nombre d'un seul chiffre , il faux multiplier successivement les 
unités, dizaines j centaines, etc., du multiplicande par le mul~ 
tiplicateur, n*écrire que les unités de chaque produit partiel, et 
retenir les dizaines pour les ajouter au produit suivant, à V excep- 
tion de celtes du dernier produit que Von écrira tel qu'on Vaura 

trouvé. 

D'après cela, pour multiplier 327 par 3, on dira : 3 fois 7 
font 21, j'écris 1 et je retiens 2; 3 fois 2 font 6, et 2 de retenue, 
8, j'écris 8 ; 3 fois 3 font 9, j'écris 9. Ainsi le produit est 981. 
On dispose l'opération comme ci-dèssous : 

327 

3 

981 

2 
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52. Passons enfln au cas où le multiplicateur est un nombre 
composé de plusieurs chiffres, et supposons que l'on veuille 
multiplier 327 par 405. 

Multiplier 327 par 405, c'est composer un nombre qui con- 
tienne 405 fois le multiplicande 327: si donc on répète ce mul- 
tiplicande successivement 5 fois et 400 fois , il est clair qu'en 
additionnant ces deux produits partiels on aura le produit de- 
mandé. Il sera facile de répéter 5 fois le multiplicande 327 : 
car il suffira pour cela d'appliquer la règle du n^ 51. En effec- 
tuant cette multiplication, on trouvera 1635 pour produit. 

Pour répéter 400 fois le nombre 327, il n'y aura qu'à le ré- 
péter d'abord 4 fois, ce qui donnera 1308, puis à répéter 100 
fois ce produit : car il est évident que le nombre ainsi obtenu 
contiendra 100 fois 4 fois, c'est-à-dire 400 fois, le multiplicande 
327. Or, pour répéter 100 fois le produit 1308 de 327X4, il suf- 
fira d'écrire deux zéros à sa droite (26) ; mais alors son pre- 
mier chiffre exprimera des centaines : de sorte que Ton pourra 
se dispenser d'écrire ces deux zéros, pourvu que l'on place le 
produit 1308 de 327 X 4 sous le produit 1635 de 327 x 5, de 
manière que son premier chiffre à droite se trouve au-dessous 
des centaines de celui-ci (16). En effectuant ensuite Faddition 
des deux produits partiels, on aura le produit total demandé. 
On dispose les calculs de la manière suivante : 

327 
405 



1635 
1308 

132435 



Remarquons que nous avons multiplié successivement le 
multiplicande par le premier et par le second chiffre signifi- 
catif du multiplicateur; que le premier chiffre de chaque pro- 
duit parfiel a été écrit sous le chiffre correspondant du multi- 
plicateur, et qu'enfin on a additionné ces produits. Concluons 
donc la règle générale suivante : 



/l 




/ 
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5. Pour multiplier un nombre quelconque par un nombre 
composé de plusieurs chiffres^ (multipliez successivem^nty ^ après 
les règles des n^' 50 et 5i,\fe multiplicande par chaque chiffre 
SIGNIFICATIF du multiplicateur ^ en ayant soin d'écrire les produits 
partiels les uns au-dessous des autres , de manière que le premier 
chiffre de chacun soit placé sous le chiffre du multiplicateur qui a 
donné ce produit; ^ulignez le dernier produit partiel^ et additiour 
nez tous les produits^ 

54. Si le multiplicande et le multiplicateur sont terminés par 
des zéros, on en fera abstraction dans la formation des produits 
partiels; maw il faudra écrire à la droite du produit total autant 
de zéros qu'il y en a à la droite des deux facteurs ( le multipli- 
cande et le multiplicateur concourant ensemble à la formation 
Am produit 9 en sont appelés les facteur^. Supposons, en effet, 
qu'il y ait trois zéros à la droite du multiplicande, et deux à 
celle du multiplicateur. Si nous faisons abstraction des trois 
zéros qui terminent le multiplicande, nous le rendrons mille 
fois plus petit (27), et le produit deviendra aussi mille fois plus 
petit, car il contiendra toujours le même nombre de parties, 
mais ce seront des parties mille fois plus petites. Si nous sup- 
primons de même les deux zéros qui sont à la droite du mul- 
tiplicateur, nous rendrons ce multiplicateur cent fois plus 
petit ; le produit deviendra donc aussi cent fois plus petit, car 
il contiendra cent fois moins des mêmes parties. Or, c'est 
après avoir rendu le produit mille fois plus petit que nous le 
rendons encore cent fois plus petit qu'il ne Tétait déjà : donc 
nous l'aurons rendu cent fois mille fois, ou cent mille fois, plus 
.petit ; donc, pour restituer au produit sa valeur , il faudra le 
rendre cent mille fois plus grand, ce qui se fera en ajoutant 
dnq zéros à sa droite (26), précisément autant qu'il y en avait 
dans les deux facteurs (voy. n' 58). 

55. Le produit de deux nmibres se compose au plus d'autant 
<de chiffres quHl y en a dans ces deux nombres , et il en contient 

au moins autant quHl y a de chiffres moins un dans ces mêmes 
nombres. 
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1* Le produit de deux nombres composés chacuu d*un ecr* 
tain nombre de chiffres est évidemment le plus grand possible 
quand ses deux facteurs ne renferment que des 9; mais alors 
même il est moindre que le produit du multiplicande par Tu- 
nité suivie d'autant de zéros qu'il y a de chiffres dans le multi- 
plicateur; et comme alors le produit contient précisément au - 
tant de chiffres qu'il y en a dans les deux nombres proposés 
(26), la première partie de notre théorème est démontrée. 

2* Il est évident que notre produit sera le plus petit possible 
quand chacun de ses facteurs sera formé de l'unité suivie d'au- 
tant de zéros moins un qu'il doit contenir de chiffres ; mais 
alors il sera exprimé par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il 
s'en trouve dans chaque facteur; donc il renfermera un chiffre 
de moins qu'il n'y en a dans les deux nombres proposés , ce 
qui démontre la seconde partie de notre théorème. 

'56. Le produit de deux nombres ne change pas lorsqu*oninter^ 
''vertu r ordre de ses facteurs; je dis par exemple que 

5X3 = 3X5. 

En effet, multiplier 5 par 3, c'est répéter cinq unités trois 
fois : si donc nous écrivons cinq unités sur une ligne horizon- 
tale et que nous répétions cette ligne trois fois, ce qui formera 

le tableau suivant : 

11111 

11111 

11111 

nous aurons écrit autant d'unités qu'en contient le produit de 
5. par 3. Mais si l'on considère ces unités comme rangées par 
lignes verticales , on verra que chaque ligne contient 3 unités 
et qu'il y a cinq de ces lignes : donc notre tableau renfermera 
cinq fois trois unités, c'est-à-dire autant d'unités que le produit 
3X5. Or, de quelque manière que l'on compte les unités de ce 
tableau, on doit en trouver toujours le même nombre : donc, 
puisque d'une part on a trouvé autant d'unités que dans le 
produit 5 X 3 , et d'autre part autant que dans le produit 
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3x 5, il faut en conclure que ces deux produits sont égaux, 
et qu'ainsi 5X3 = 3X5. 

La démonstration que nous venons de donner est générale : 
car on peut toujours concevoir autant d'unités dans chaque 
ligne horizontale qu'il y en a dans le multiplicande, et autant 
de ces lignes que le multiplicateur renferme d'unités. Donc on 
peutt dans toutemuUiplication de deux facteurs^ intervertir F ordre 
de ces facteurs sans altérer la valeur du produit. 

J^^» Le produit de plusieurs nombres ne change pas, dans queU 
/que ordre qu^on effectue les miUtiplications *. yj 

Nous allons d'abord prouver que Fon peut intervertir Vordre 
des deux derniers facteurs sans altérer la valeur du produit,Soit, 
en effet, le produit 

2.6.4.3.5: 

effectuons le produit 48 des facteurs 2, 6, 4, qui précèdent les 
deux derniers, et nous aurons, en conséquence, à multiplier 
48 par 3, puis le produit par 5. Or, multiplier 48 par 3, c'est 
répéter ce nombre 3 fois : donc 

48.3 = 48 + 48 + 48. 

Pour multiplier ce produit par 5, il n'y a qu'à multiplier 
chacune de ses parties par 5 : donc 

48.3.5 = 48.5 + 48.5 +48.5; 

mais, répéter trois fois le produit 48.5, c'est le multiplier 
par 3; donc , * 

48.3.5 = 48.5.3; 



* Pour obtenir le produit de plusieurs nombres, on multiplie d*abord le 
piemier par le deuxième, puis leur produit par le troisième, puis le nouveau 
produit par le quatrième, et ainsi de suite jusqu'au dernier facteur. 
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OU bien> en mettant à la place de 48 la quantité équivalenle 
2.6.4, on aura 

2.6.4.3.5 = 2.6.4.5.3, 

ce qu'il fallait démontrer *. 

Je dis maintenant que, dam \m produit de plusieurs facteurs^ 
on peut intervertir l'ordre de deux facteurs consécutifs quelcon^ 
guesj sans altérer la valeur du produit. 
. Soit, en effet, le produit 

2.6.4.3.5.8.9, 

et supposons que l'on veuille intervertir Tordre des facteurs 3 
et 5. Nous considérerons d'abord le produit 2.6.4.3.5, qui 
finit par le dernier de ceux que nous voulons changer de place, 
et nous pourrons intervertir Tordre de ses deux derniers fac- 
teurs, ce qui donnera 

2.6.4.3.5 = 2.6.4.5.3. 

Or il est clair que, si Ton mulUplie deux quantités égales 
par une même quantité, les produits seront égaux : donc, en 
multipliant les deux produits précédents par 8 et ensuite par 
9, on aura 

2.6.4.3.5.8.9=2.6.4.5.3.8.9, 

ce qu'il fallait démontrer. 

Il suit de ce dernier principe qu'en permutant un facteur 
successivement avec son voisin, on pourra l'amener à telle 
place que Ton voudra, et par conséquent intervertir, comme 
on le jugera convenable, Tordre de tous les facteurs, sans al- 
térer pour cela la valeur du produit. 



* Si l'on applique le principe que nous venons d'établir à un produit de' 
trois facteurs dont le premier serait l'unité, on en conclura immédiatement 
celui^du n» 36: car on aura, par exemple, 1.5.3=1.3.5, c'est-à-dire 
5.3 — 3.5. 



./ 
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58. ?o\ir multiplier un nombre par le produit de plusieurs 
facteurs, il suffit de le multiplier successivement par chaown des 
facteurs de ce produit. 

Ainsi je dis que pour multiplier 7 par 24, produit des nom- 
bres 2, 3 et 4, il suffit de multiplier 7 successivement par ces 
nombres 2, 3 et 4. En effet le produit 7.24=24.7 (56) : 
mais dans ce second produit on peut remplacer 24 par 2.3.4, 
puisque, avant de multiplier par 7, il aura fallu effectuer le 
produit 2.3.4; donc 7.24, qui est égal à 24.7, Test aussi à 
2.3.4.7. Or dans ce dernier produit on pourra faire passer 
le facteur 7 à là première place (57), et Ton aura ainsi 

7.24 = 7.2.3.4, 

ce qu'il fallait démontrer. 

Il sera facile de déduire de ce principe une seconde démon- 
stration de celui du n*" 54. Supposons, en effet, qu'on ait 800 
à multiplier par 70; comme le multiplicande est égal à 8.100 
et le multiplicateur à 7. 10, on aura, d'après ce qui précède, 
800X70 = 8.100.7.10 = 8.7. 100.10 =8.7.1000 (38) = 56000- 

59. Il suit de là et du n® 57 que, pour midtiplier un produit 
par un certain nombre, il suffit de multiplier im de ses facteurs 
par ce nombre m conservant les autres facteurs. Supposons que 
l'on veuille multiplier par 5 le produit 24 des facteurs 4 et 6 : 
je dis qu'on pourra multiplier par 5 le multiplicande 4 ou le 
multiplicateur 6, en conservant l'autre facteur. En effet, on a 
évidemment 

24.5=4.6.5 = 4.30(58), 

ou 

24.5 = 4.6.5 = 4.5.6 ^57) = 20.6. 

40. On appelle multiples d'un nombre les divers produits de ce 
nombre multiplié par 2, ou par 3, ou par 4, etc. Ainsi 20, pro- 
duit de 4 par 5, est un multiple de 4. 



/ 



I. On appelle puissance d^un nombre le produit de plusieurs 
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fadeurs égaux à ce nombre. Quand un nombre se trouve 
2, 3, 4, etc., fois facteur dans un produit, on dit qu'il est élevé 
à la deuxième, troisième, quatrième, etc., puissance. 

On indique cette opération en écrivant au-dessus du nombre 
dont il s*agit, et un peu à droite, un chiffre nommé exposant, 
qui indique combien de fois ce nombre est facteur. Ainsi 

2'=: 2.2 = 4, est la deuxième puissance de 2 ; 
2' = 2.2.2 = 8, est la troisième puissance de 2; 

2^ = 2.2.2.2= 16, est la quatrième puissance de 2; 
etc. 

,42. Il suit du n* 34 que Von formera une puissance quelconque 
de 10 en écrivant à la droite de V unité autant de zéros qu'il est 
marqué par l'exposant de cette puissance. 

Ainsi la cinquième puissance de 10 est l'unité suivie de cinq 
zéros, c'est-à-dire 100000. 

43. Pour faire la preuve de la mulUplicationy multipliez le 
y/multiplicateur par le multiplicande, et si votis retrouvez le même 
/ produity vous pourrez en conclure que votre opération a été biefi f 

faite (36). 
J- S IV. DIVISION. 

^4, La DIVISION est une opération qui a pour but, lorsque Von 
^ " connaît un produit nommé dividende et Vun de ses facteurs ap» 
pelé DIVISEUR, de trouver Vautre facteur nommé quotient*. 

y4». II suit de cette définition et du n" 24, !• que, si le divi- 
seur est un nombre concret de même nature que le dividende 
on devra le regarder comme remplissant les fonctions de mul- 
tiplicande, et alors le quotient remplira celles de mullipllca- 



* Cette opération se nomme division parce qu'elle sert à diviser ou à par- 
tager un nombre donné en plusieurs parties égales. Si l'on voulait par exemple 
partager 48 en 12 parties égales, il faudrait chercher un nombre qui, n'pcté 
12 fois, produisît 48 : on regarderait donc 48 comme un produit ayant pour 
facteurs 12 et Tune des parties cherchées. 



i 
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teur : donc, quand le dividende et le diviseur sont deux nombres 
concrets de même nature^ le quotient est un nombre abstrait; 
2* que si, au contraire, le dividende étant concret, le diviseur 
est abstrait, on devra regarder celui-ci conime un multiplica- 
teur; par conséquent le quotient sera le multiplicande : donc 
le quotient est un nombre concret de même nature que le dividende, 
si le diviseur est abstrait. 

16. Le dividende étant le produit du diviseur multiplié par 
lé quotient, on voit que le quotient exprime le nombre de fois que 
le dividende contient le diviseur (25), et c'est de là que lui vient 
son nom. 

C'est aussi pour cela que Ton définit quelquefois la division : 
une opération qui a pour but de trouver combien de fois un nom- 
bre en contient un autre. 

Or, si Ton retranche le diviseur du dividende autant de fois 
qu'il sera possible, le nombre des soustractions indiquera 
combien de fois le dividende contient le diviseur, et sera par 
conséquent la valeur du quotient: d'après cela, si l'on veut 
diviser le nombre 48 successivement par 12 et par 13, on fera 
les calculs suivants: 

48 48 

12 13 

V* soustraction. 36. 35 

12 13 

2* soustraction. 24 22 

12 13 

Z^ soustraction. 12 9 

12 

4* soustraction. 

Uans la première opération nous avons fait quatre soustract 
tigns: donc le quotient de 48 divisé par 12 est 4. Dans la seconde 
nous n'avons pu effectuer que trois soustractions: donclequo-w 
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tient est 3 ; mais la division donne pour reste 9; d'où Ton voit 
que le dividende 48 est égal à trois fois le diviseur 13, plus 
le reste 9. Donc, quand la division laisse un reste^ lequel est 
nécessairement moindre que le diviseur, le dividende est égal au 
produit du diviseur multiplié par le quotient, plus ce restô'. 

17. Lorsque le diviseur est un nombre exprimé par un seul 
Chiffre, et que le dividende est moindre que dix fois le diviseur, 
on peut trouver le quotient au moyen de la table de multiplica^ 
tion. Il suffit pour cela de descendre dans la colonne verticale 
qui porte en tête le diviseur, jusqu'à ce que Ton arrive au plus 
grand multiple de ce diviseur qui soit contenu dans le divi- 
dende. Le numéro d'ordre de la ligne horizontale où se trou- 
vera ce plus grand multiple sera le quotient cherché. Ainsi le 
quotient de 39 divisé par 7 est 5 : car, en descendant dans la 
septième ligne verticale, on trouve que le plus grand multiple 
de 7 qui soit contenu dans 39 est 35, et 35 appartient à la cin- 
quième ligne horizontale. 

48. Si le dividende devait contenir un grand nombre de fois 
le diviseur, on voit que l'opération effectuée d'après le procédé 
indiqué au n* 46 pourrait devenir très-longue : il faut donc 
recourir à une méthode plus abrégée. Soit proposé par exem- 
ple de diviser 79461 par 327: effectuer cette division, c'est 
chercher par quel nombre il faut multiplier 327 pour obtenir 
au produit 79461 : en comparant le diviseur au dividende, on 
reconnaît que le quotient contiendra, 

1* des unités simples, car. . 327 X 1 = 327 < 79461; 

2*» des dizaines, car 327 X là = 3270 < 79461; 

3* des centaines, car ... . 327 x 100 = 32700 < 79461; 

4* qu'il ne contiendra pas d'unités d'un ordre plus élevé 
que les centaines, car pour qu'il pût renfermer seulement un 
mille, il faudrait que le dividende ne fût pas plus petit que 
327 X 1000 =327000, et c'est ce qui a lieu ici. Le quotient 
contiendra donc en général des centaines, des dizaines et des 
unités, et par conséquent le dividende se composera des produits 
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partiels du diviseu/r muliplié par les centaineSy dizaines et imités 
du quotient. 

Gela posé, cherchons à déterminer le nombre des centaines 
du quotient. Si nous pouvions détacher du dividende le produit 
du diviseur multiplié par les centaines du quotient, en divi- 
sant ce produit par le diviseur nous trouverions les centaines 
du quotient. Or tout nombre de centaines est terminé par deux 
zéros: donc le produit du diviseur par les centaines du quo-- 
tient sera aussi terminé par deux zéros (34) ; donc il sera 
un nombre exact de centaines ; donc il ne pourra se trouver 
que dans les 794 centaines du dividende. Mais 794 peut conte- 
nir en outre quelques centaines qui auraient reflué delà mul- 
tiplication du diviseur par les dizaines et unités du quotient^ 
plus du reste, s'il y en a un; donc, en divisant 794 par 327, on 
n'obtiendra pas un nombre moindre que celui des centaines 
du quotient ; on ne pourra pas non plus en trouver un plus 
grand, sans quoi ce nombre surpasserait le quotient total*, ce 
qui est absurde : car il est clair qu'en divisant une partie du 
dividende par le diviseur, on ne doit pas trouver un nombre 
plus grand qu'en divisant le dividende tout entier par ce même 
diviseur**; donc en divisant les 794 centaines du dividende par 
le diviseur 327, on obtiendra exactement le nombre des centaines du 
quotient; il s'agit donc d'effectuer cette division, c'est-à-dire de 
trouver par quel nombre^ il faut multiplier 327 pour obtenir au 
prodwit 794. 



* Si par exemple, le chiffre des centaines du quotient étant 2, la division 
de 794 centaines par 327 donnait 3 centaines, il est évident que ce nombre 
surpasserait le quotient qui dans notre hypothèse ne peut pas être plus- 
grand que 299. 

** On peut encore démontrer ce principe de la manière suivante : 

Pour qu'en divisant 794 par 327, on pût trouver une centaine de plus que le 
quotient n'en renferme, il faudrait que 794 centaines continssent, outre le 
produit du diviseur par les centaines du quotient, au moins 327 centaines qui 
auraient reflué de la multiphcation du diviseur par les dizaines et les unités 
du quotient, plus du reste, s'il y en a un (A©); car, pour que le quotient 
augmente de cent unités, il faut que le dividende augmente de cent fois le 
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Le produit des 3 centaines du diviseur par le quotient est un 
nombre exact de centaines : donc il ne pourra se trouver que 
dans les 7 centaines du dividende 794, lesquelles pourront con- 
tenir encore quelques centaines qui auraient reflué de la mul- 
tiplication des dizaines et unités du diviseur par le quotient, 
plus du rest^ s'il y en a un ; donc, en divisant les 7 centaines 
du dividende par les 3 centaines du diviseur, on sera certain 
de ne pas trouver un nombre moindre que le quotient cher- 
ché, mais on pourra eu trouver un plus grand, car le reste 
peut contenir 3 centaines. 

Pour vérifier si le nombre trouvé n'est pas trop grand, on 
multipliera le diviseur par ce nombre, et l'on retranchera le 
produit du dividende 794; si la soustraction est possible, le 
chiffre que l'on a trouvé est exact; sinon, il est trop grand, de 
sorte qu'il faudra le diminuer successivement de 1, de 8, etc., 
unités jusqu'à ce que la soustraction puisse s'effectuer. Divi- 
sons donc 7 centaines par 3 centaines: en 7 combien de fois 3? 
- â fois. Je multiplie le diviseur 327 parle quotient 2 ; et comme 
le produit 654 peut se retrancher de 794, j'en conclus que 2 
€St bien le chiffre des centaines du quotient total. Il s'agit 
maintenant d'en trouver les dizaines. 

Le dividende étant la somme des produits partiels du divi* 
scur par les centaines, dizaines et unités du quotient, si Ton 
en soustrait le produit du diviseur par les centaines du quo- 
tient, le reste sera composé des produits partiels du diviseur 
parles dizaines et unités du quotient: ce sera donc un nouveau 
dividende sur lequel on pourra faire les mêmes raisonnements 



diviseur. Le cas le plus défavorable serait celui où les dizaines et unités du 
quotient formeraient le plus grand nombre possible, c'est-à-dire 99; mais en 
multipliant le diviseur 327 par 99, on le répète 99 fois, et en y ajoutant le 
reste, qui vaut au plus 326, on voit qu'il s'en faudra au moins d'une unité 
que l'on ne trouve cent fois 327, c'est-à-dire 327 centaines; donc il ne peut 
pas avoir reflué 327 centaines de la multiplication du diviseur par les dizaines 
et unités du quotient, plus du reste, s'il y en a un ; donc, en divisant 794 par 
327, on ne peut pas trouver un nombre plus grand que celui des centaines du 
quotient. 
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que sur le premier, et mérne avec cet avantage que Ton sait 
déjà que les plus hautes unités du quotient correspondant sont 
de Tordre des dizaines. Ces raisonnements conduiront à la dé« 
termination des dizaines; et ensuite, de même que Ton aura 
passé du calcul des centaines à celui des dizaines, on pourra 
passer du calcul des dizaines à celui des unités, ett)btenir ainsi 
le quotient demandé. 

Retranchons donc du dividende 79461 les 654 centaines qui 
proviennent de la multiplication du diviseur 327 par les 2 cen- 
taines du quotient, et nous aurons pour reste 14061 : or, de 
même que nous avons obtenu les centaines du quotient en di- 
visant les centaines du premier dividende par le diviseur, nous 
trouverons ses dizaines en divisant les dizaines du deuxième 
dividende par le diviseur. Il s'agit donc de diviser 1406 par 
327 ; mais pour diviser 794 par 327, nous avons divisé 7 cen- 
taines par 3 centaines : donc nous diviserons 1406 par 327 en 
divisant 14 centaines par 3 centaines. En 14, combien de fois 3? 
il y est 4 fois. Je multiplie le diviseur 327 par le quotient 4; et 
comme le produit 1308 peut se retrancher de 1406, j*en con- 
clus que 4 est bien le chifTre des dizaines du quotient total; il 
n'y a plus qu'à chercher les unités. Or, pour trouver les di- 
zaines, nous avons retranché du premier dividende le produit 
du diviseur par les centaines, et divisé ensuite les dizaines du 
reste par le diviseur; donc, pour calculer les unités du quo- 
tient, nous retrancherons du deuxième dividende 14061 le pro- 
duit 1308 dizaines du diviseur 327 multiplié par les 4 dizaines 
du quotient, et nous diviserons le reste 981 par 327. Nous di- 
rons donc : en 9 combien de fois 3? il y est 3 fois. Comme le 
produit de 327 par 3 est 981, on voit que 3 est bien le chiffre 
des unités, et que le quotient demandé est par conséquent 243. 
Remarquons que l'on peut avoir le premier dividende par- 
tiel 794, en séparant sur la gauche du dividende 79461 autant 
de chiffres qu'il en faut pour obtenir un nombre plus grand 
que le diviseur 327 ; que pour former le deuxième dividende 
partiel 1406, il aurait suffi de retrancher du premier le produit 
du diviseur par le premier chiffre du quotient , et d'abaisser à 
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la droite du reste UO le premier des chiffres suivants du divi- 
dende; que l'on aurait obtenu de même le troisième dividende 
parUel 981 en retranchant du deuxième le produit du diviseur 
par le deuxième chiffre du quotient, et en abaissant à la droite 
du reste 98 le second des chiffres suivants du dividende. En 
conséquen(«, on dispose les calculs comme ci-dessous : 



79461 


327 


654 
1406 


243 


1308 
981 




981 


1 







49. En généralisant ce que nous venons de dire, on en con- 
clura la règle suivante : Pour diviser un nombre par un autre^ 
écrivez le diviseur à la droite du dividende^ séparez -les par 
un trait vertical y soulignez le diviseur, et placez le quotient 
au-dessous. Cela fait , prenez sur la gauche du dividende assez 
de chiffres pour que le nombre qu'ils expriment j considéré 
comme représentant des unités simples , puisse contenir le divi- 
seur; vous aurez ainsi un premier dividende partiel, que vous 
diviserez par le diviseur, ce qui vous donnera le chiffre des plus 
hautes unités du quotient. Soustrayez du premier dividende 
partiel le produit dû diviseur par le premier chiffre du quotient, 
et abaissez sur la droite du reste le premier des chiffres séparés 
dans le dividende : vous aurez ainsi un second dividende partiel 
que vous diviserez par le divisevr, ce qui vous donnera le second 
chiffre du quotient; vous récrirez à la droite du premier, et 
vous agirez sur le second dividende partiel et sur le second chif- 
fre du quotient, comme vous avez fait sur le premier dividende 
partiel et sur le premier chiffre du quotient ; et vous continuerez 
cette série d^opéraiions jusqu'à ce que vous ayez abaissé le der- 
nier chiffre du dividende, en ayant soin à chaque opération cTd- 
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cnre le quotient que vous obtenez à la droite du précédent. Si Vun 
des dividendes partiels était moindre que le divUeur, ce serait un 
signe que le quotient n'a point d'unités de V ordre correspondant; 
on écnraitdonc un zéro au quotient, et Von abaisserait à la droite 
de ce dividende partiel le chiffre suivant du dividende total, ce 
qui donnerait un nouveau dividende partiel que Von diviserait par 
le diviseur r 

Pour diviser un dividende partiel par le diviseur, il faut diviser 
par le chiffre des plus hautes unités du diviseur le nombre des 
unités du même ordre que contient ce dividende partiel. On véri- 
fisra que le quotient ainsi trouvé n'est pas trop grand, en exami- 
nant si le produit du diviseur par ce quotient peut se retrancher 
du dividende partiel. 

SO. liE division d'un dividende partiel par le diviseur ne s'ef- 
fectuant que par tâtonnements, on sent que la crainte d'écrire 
au quotient un chiffre trop grand peut conduire à en mettre un 
trop petit. On reconnaîtra qu'il en sera ainsi lorsque le reste, 
obtenu en retranchant du dividende partiel le produit du divi- 
seur par le chififre dont il s'agit, contiendra le diviseur. On aug- 
mentera donc ce chififre d'une, deux, trois, etc., unités, jusqu'à 
ce que l'on parvienne à un reste moindre que le diviseur. 

Il y a toutefois une précaution qui diminuera le nombre des 
tâtonnements : c'est de regarder le premier chiffre à gauche du 
diviseur comme augmenté d'une unité lorsque le second surpas- 
sera 5 (on appelle cela forcer V unité sur ce chiffre), et d'aug- 
menter aussi d'autant le nombre des unités de même ordre que 
Tenferme le dividende partiel. Ainsi, si l'on avait à diviser 27249 
par 3628, au lieu de dire : en 27 combien de fois 3? on dirait : 
en 28 combien de fois 4? Le chififre 7 ainsi obtenu est effecti* 
vementle quotient de la division de 27249 par 3628. On conçoit 
en efifet que, le diviseur 3628 étant plus près de 4 mille que de 
3 mille, on a plus de chance de trouver le quotient cherché en 
prenant pour diviseur 4 mille plutôt que 3 mille. Mais aussi on 
court le risque d'écrire au quotient un chififre trop faible : car 
le quotient devient plus petit quand le diviseur augmente. C'est 
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pour diminuer cette chance d'erreur qu*on augmente d'une 
unité le nombre des mille du dividende partiel. 

M. On peut enfin effectuer la division d'un dividende partiel 
par le diviseur sans tâtonnements, par un procédé que Ton 
emploie avec avantage quand le quotient total doit contenir un 
grand nombre de chiffres. On forme le tableau des neuf pre- 
miers multiples du diviseur, et l'on y cherche quel est le plus 
grand de ces multiples qui soit contenu dans le dividende par- 
tiel. Le numéro d'ordre de ce multiple est le chiffre cherché 
du quotient. Ainsi, dans l'exemple du n"" 48, nous verrons que 
le premier chiffre du quotient est 2 : car/ en consultant le 
tableau des multiples du diviseur : 

1" mulliple....* 327 

2- 6b4 

S*» 981 

4« 1308 

5" 1635 

€• 1962 

7- 2Ss89 

C« 2616 

9« 2943 

on reconnaît que le plus grand multiple de ce diviseur qui soil 
contenu dans le premier dividende partiel 794 est le deuxième» 

82. Pour diviser un produit par un certain nombre, il suffit 
de diviser Vun de ses facteurs par ce nombre , en conservant les 
autres facteurs ; car, en multipliant par ce nombre le nouveau 
produit qu'on aura obtenu par la division d'un des facteurs, on 
retrouvera le produit primitif (59). Veut-on, par exemple, di- 
viser par 15 le produit de 135 par 47? on commencera par 
diviser le facteur 135 par 15, ce qui donnera 9, puis on multi- 
pliera 9 par 47. Ce produit 9.47 est le quotient demandé, car 
en le multipliant par 15 on retrouvera le dividende 135.4f . 

Pour diviser un nombre par un produit de plusieurs facUurSy 
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ib suffit de le diviser smcessivement par chacun des facteurs de ce 
produit; ainsi, pour diviser 360 par 8.9, on divisera ce nombre 
par 8, ce qui donnera 45, et on divisera ensuite 45 par 9, de 
^orte que le quotient 5 de cette seconde division sera celui que 
Ton doit trouver en divisant 360 par* 8.9. En effet, en multi- 
pliant ce deuxième quotient ^ = 5 par 9, on retrouvera le 
premier 45 = ^^ , et en multipliant celui-ci par 8, on obtien- 
dra 360. Donc 360 est le produit de 5 par 8.9 (38); donc 5 est 
le quotient de la division de 360 par 8.9. 

55. Si le dividende et le diviseur sont terminés par des zéros , 
on en supprimera sur la droite de tous les deux autant qu'il y en 
a à la suite de celui qui en contient le moins; puis y en effectuant 
la division des nombres résultants comme à Vordinaire^ on obtien- 
dra le quotient demandé. 

En effet, supposons, pour fixer les idées, qu'on ait supprimé 
trois zéros sur la droite du dividende et du diviseur. Par la sup- 
pression des trois zéros dans le dividende, on a divisé ce divi- 
dende (27) y et par conséquent le quotient , par mille ; car le 
dividende, qui est le produit du diviseur par le quotient, ne 
peut être divisé par mille, si Tun de ses facteurs ne change pas, 
qu'autant que son autre facteur est lui-même divisé f^r 
mille (tfS). En supprimant trois zéros dans le diviseur, on Ta 
divisé par mille, par conséquent le quotient a été multiplié par ' 
mille : car, si un produit ne change pas, et que l'un de ses 
facteurs soit divisé par un certain nombre , il faut nécessaire- 
ment que l'autre facteur soit multiplié par ce nombre (39 et 
52). Mais c'est après avoir multiplié le quotient par mille qu'on 
Ta divisé par mille ; donc il n'a pas changé de valeur. 

84. On peut encore abréger le calcul de la division, en effec- 
tuant à la fois les multiplications du diviseur par les différents 
chiffres du quotient et les soustractions correspondantes. A cet 
effet, on soustrait successivement les produits partiels résultant 
de la multiplication de chaque chiffre du diviseur par le chiffre 
du quotient sur lequel on opère, du nombre d'unités de même 
ordre que contient le dividende partiel , et Ton augmente le 

3 
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produit suivant d'autant d'unités qu'il a fallu ajouter de dizaines 
au chiffre du dividende pour rendre la soustraction possibIe(2I}. 

Exemple. Quand nous avons voulu vérifier^ dans l'exemple 
du n* 48, si le second chiffre 4 du quotient n'était pas trop 
grand y nous avons multiplié le diviseur 327 par ce nombre, 
écrit le produit 1308 au-dessous du dividende partiel 1406, et 
nous avons effectué ensuite la soustraction. Au lieu d'opérer 
ainsi , nous dirons : 4 fois 7 font 28 ; ôté de 6 , cela ne se peut 
pas; j'ajoute 3 dizaines pour rendre la soustraction possible, ce 
qui fait 36; 28 ôté de 36, il reste 8; et je retiens 3, afin d'en 
augmenter le produit des dizaines du diviseur par le quotient 4, 
et de restituer ainsi au reste sa véritable valeur. 4 fois 2 font 8, 
et 3, 11; Até de 0, cela ne se peut pas; j'ajoute 2 dizaines, ce 
qui fait 20; 11 ôté de 20, il reste 9, et je retiens 2. 4 fois 3 
font 12, et 2, 14; ôté de 14, il reste 0. I/excès du divi- 
dende partiel 1406 sur le produit du diviseur par le chiffre 
4 du quotient est donc 98, comme nous l'avions effectivement 
trouvé. 

Lorsque le diviseur est exprimé par un seul chiffre, on abrège 
l'opération ainsi qu'il suit. Supposons que l'on veuille diviser 
76 189 par 9, on dispose les calculs comme ci-dessous : 



76 189 

Quotient 8465 

Reste 4 



9 



puis on dit : le neuvième de 76 est 8, que j'écris au-dessous 
de 6; et il reste 4 unités qui valent 40, et 1, 41 ; le neuvième 
de 41 est 4, que j'écris à la droite de 8; et il reste 5 unités qui 
valent 50, et 8, 58; le neuvième de 58 est 6, que j'écris à la 
droite de 4; et il reste 4 unités qui valent 40, et 9, 49; le neu- 
vième de 49 est 5, que j'écris à la droite de 6 ; et il reste 4. Ainsi 
le quotient cherché est 8465, et le reste est 4. 

__^^^. Lorsqu'on multiplie le dividende et le diviseur par un méms 
nombre^ et qu'on divise les produits Vun par Vautre^ le quotient nû 
change pas, mais le reste est multiplié par ce nombre. 
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En effet, le dividende étant égal au produit du diviseur mul- 
tiplié par le Quotient, plus le reste, si Ton veut multiplier le 
dividende par un certain nombre, il n'y aura qu'à multiplier 
ses deux parties par ce nombre; la première l'aura été par le 
fait seul de la multiplication du diviseur (59) : donc le quotient 
n'aura pas changé, et le reste sera multiplié par ce nombre. 

88, Pour faire la preuve de la division , on multiplie le dp- 
visem' par le quotient ^ on y ajoute le reste j et si la somme est 
égale au dividende j on en conclura que V opération a été bien 
faite {A6). • 

S V. APPUGATIONS. 

Problème L Un mètre d'étoffe coûte 19 francs : quel sera le prix 
de 42 mètres de cette étoffe* ? 

Il est évident que 42 mètres coûteront 42 fois plus qu'un 
mètre, et qu'ainsi le prix de ces 42 mètres sera 42 fois 19 fr., 
c'est-à-dire 19^ X 42 = 798'. 

II. 20 ouvriers ont mis 30 jours pour faire un certain (m- 
vrage; combien faudrait-il d'ouvriers pour faire le même ouvrage 
en 1 jour ? 

Pour faire l'ouvrage en un jour, il faut évidemment 30 fois 
plus d'ouvriers que pour le faire en 30 jours, et par conséquent 
30 fois 20 ouvriers, c'est-à-dire 20°"^ X 30 = 600*»»\ 

III. Un ouvrage a été fait en Ib jours par 16 ouvriers qui tra^' 
vaillaient 10 heures par jour : combien un seul ou/orier auraiHl 
mis d'heures? - ' 

Travailler pendant 15 jours et 10 heures par jour, c'est 
travailler pendant 15 fois 10 heures, c'est-à-dire pendant 
10*»X15=150*»» Or, si 16 ouvriers ont mis 150 heures pour 
faire un certain ouvrage, il est clair qu'un seul emploiera 
16 fois 150 heures, ou 150»»X 16 = 2400^ 



* Pour indiquer un nombre d'unités concrMes, nous écrirons au-dessus de 
ce nombre, et un peu à droite, la lettre initiale du nom de cette unité; ains 
19' représentera 19 francs. 
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IV. On sait que le jour se compose de 24 heures, Theure de 
60 minutes, et la minute de 60 secondes : on pro\)Ose de trouver 
combien il y a de secondes dans Tannée tropique (on appelle ainsi 
l'intervalle de temps qui s'écoule entre deux passages consécu- 
tifs du soleil par Téquinoxe du printemps), qui est à fort peu 
près de 365 jours 5 heures 48 minutes 5 1 secondes *. 

On verra facilement que 365 jours 5 heures valent 8765^, 
que 365 jours 5 heures 48 minutes valent 525948', et qu'enfin 
l'année contient 31 556 931". 

V. 42 mètres d^étoffe ont coûté 798' : quel est le prix du 

mètre ? 

Il est clair qu'un mètre coûtera la quarante-deuxième partie 
du prix de 42 mètres, c'est-à-dire une somme qui , multipliée 
par 42, reproduira 798'. Ainsi le prix du mètre est le quotient 
de la division de 798^ par 42, ou 19'. 

VI. On a employé v/ne troupe de 600 ouvriers pour faire un cer- 
tain ouvrage en 1 jour : combien fau4raU-il d'ouvriers pour Vexé' 
cuter en ZO jours? 

Pour faire l'ouvrage en 30 jours, il faut 30 fois moins d'ou- 
vriers que pour le faire eu l jour; il faudra donc la trentième 
partie de 600 ouvriers, c'est-à-dire iy^»"'=20°"'. 

VII. 42 mètres iétoffe ont coûté 798' ; quel sera le prix de 
25 mètres de cette étoffe? 

Cherchez le prix du mètre, et vous retomberez sur le pro- 
blème I. 
Réponse : 475 francs. 

■ 

VIII. 20 ouvriers ont fait un certain ouvrage en 30 jours : com- 
bien aurait-il fallu d'ouvriers pour l* exécuter en 12 jours? 

Cherchez combien il faudrait d'ouvriers pour faire l'ouvrage 
en 1 jour, et vous serez ramené au problème VI. 
Réponse : 50 ouvriers. 



* Pour indiquer un certain nombre de minutes ou de secondes, on est con- 
venu d'écrire au-dessus de ce nombre, et un peu à droite, un ou deux ac- 
cents: ainsi 48' 51" signifiera 4S minutes 51 secondes. 
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IX. 45 mètres d* étoffe ont coûté 15' : combien aura-t-on de 
mètres de cette étoffe pour 25' î 

Cherchez combien on aurait de mètres pour 1'. 

X. 25 ouvriers ont fait un certain ouvrage en 9 jours : combien 
15 ouvriers auràientrils mis de jours à le faire? 

Cherchez combien un ouvrier mettrait de jours. 

XL 14 ouvriers ont fait lOO^rnètres d'un certain ouvrage: 
combien 11 ouvriers en feraient-ils? 
Cherchez combien un ouvrier ferait de mètres. 

XII. Un ouvrière fait 58 mètres d'ouvrage en 348 jours : corn* 
bien aurait-ilmis de jours pour en faire 160? 

Cherchez en combien de jours cet ouvrier ferait 1 mètre. 

XIII. Une troupe d^ ouvriers a fait 180 mètres dun ouvrage 
dont la difficulté était représentée par 15 : combien auraient-ils fait, 
dans le même temps y de mètres d'un ouvrage dont la difficulté se^ 
rait représentée par 36 ? 

Réponse : 75 mètres. 

XIV. Un ouvrier, dont l'activité est représentée par 28, a mis 
kb jours pour faire un certain ouvrage : combien de jours mettrait 
un ouvrier dont V activité serait représentée par 35 ? 

Réponse: 36 jours. 

XV. Une garnison composée de 1800 hommes n'avait plus que 
pour 14 jours de vivres j quand elle fait une sortie dans laquelle 
elle perd 400 hommes : combien pourra-t-elle tenir de jours en 
supposant qu'elle ne fasse pas de nouvelles pertes? 

Réponse : 18 jours. 

XVI. Un salon a 72 décimètres de long sur 57 de large; on 
voudrait le parqueter en employant des planches de 2 déci- 
mètres de largeur sur 18 de longueur : combien faudra-t-il de ces 
planches? 

Réponse : 1 14. 

XVn. Deux courriers partent en mime temps de Dijon ci dû 
Paris, pour aller à la rencontre Vun de l'autre ; le premier fuU 
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20 kilomètres par heure, le second 12] là distance des points de 
départ est de 320 kilomètres : combien leur faudra-Uil d'heurts 
pour se rencontrer ? 

Paris et Dijon étant éloignés de 320 kilomètres, les deux 
courriers doivent par conséquent se rapprocher de cette dis- 
lance ; mais, puisqu'ils marchent à la rencontre l'un de l'autre, 
et qu'ils parcourent respectivement 20 kilomètres et 12 kilo- 
mètres par heure, ils se rapprochent de 32 kilomètres en une 
heure et par conséquent de 320 kilomètres en 10 heures. En 
effet, l'un aura parcouru 20^^.10 = 200 kilomètres, l'autre 
12^3.10= 120 kilomètres, et 200"»+ 120^ = 320 kilomè- 
tres. 

XVIII Résoudre le même problème, en supposant que les 
deux courriers marchent dans le même sens. 

XIX. Partager 184 en deux parties dont la différence soit 16. 

Si la plus petite partie était connue, eu y ajoutant la diffé- 
rence 16 on aurait la plus grande : donc le nombre 184 se 
compose du double de la plus petite partie, plus 16 ; donc, en 
en retranchant 16 on aura ce double; donc la plus petite partie 
vaut 15^1^ =:X|a = 84, et par conséquent la plus grande est 
égale à 184—84=100. 

"XX. Partager 216' entre quatre personnes, de manière que 
la deuxième ait le double de la première, que la troisième ait le 
triple de la deuxième, et que la quatrième ait autant que les trois 
autres ensemble. 

Puisque la troisième a le triple de la deuxième, elle recevra 
3 fois 2 ,fois ou 6 fois la part de la première ; alors la part de la 
quatrième, qui doit être la somme des trois autres, se compo- 
sera de 1 fois la part de la première, plus 2 fois cette part, plus 
encore 6 fois cette part, c'est-à-dire de 9 fois cette même part. 
La somme à partager vaut donc l fois + 2 fois + 6 fois -f- Ofois, 
c'est-à-dire 18 fois la part de la première ; donc cette part est 
la dix-huiiième partie de 216; donc elle vaut 12'. Alors la 
deuxième recevra 12'.2 = 24'; la troisième, 24'.3 = 72'; et la 
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quatrième, 12' + 24'+ 72'= 108'; et, eu effet, ces quatre part 
réunies font 216. 

XXI. Un joueur, interrogé sur les gains qu'il a faits aux 
quatre parties qu'il ajouées^ répond : Ala deuxième partie, mon 
gain a été le triple de celui que fai fait à la première, moins 12'; 
à la troisième, fai gagné autant qu'aux d&ux premières, plus 6'; 
à la quatrième, fai gagné deux fois plus qu'à la deuxième, et en- 
core trois fois plus qu'à la troisième, moins 126'; et mon gain 
total est 126'. 
I Le gain de la troisième partie se compose de celui de la pre- 
mière, de 3 fois ce gain moins 1 2', plus 6', c'est-à-dire de 4 fois 
le gain fait à la première partie moins 6'. A la quatrième, 
notre joueur a reçu, d'une part, 6 fois le bénéfice qu'il avait 
fait à la première, moins 24'; et d'une autre part, 12 fois ce 
même gain, moins 18', moins 126' : donc le gain qu'il a fait 
à la quatrième partie égale 18 fois celui de la première, moins 
168'; par conséquent le gain total 126' se compose de l fois, 
plus 3 fois, plus 4 fois, plus 18 fois le gain de la première 
partie, moins 12', moins 6', moins 168', c'est-à-dire de 26 fois 
ce gain, moins 186'; si donc on ajoute 186' à 126', la somme . 
312' vaudra 26 fois le gain que notre joueur a fait à la première 
partie; donc ce gain égale ^'=12'; donc il a gagné à la 
seconde partie 12'.3 — 12 = 24'; à la troisième, 12' + 24' + 
6'=42'; enfin, à la quatrième, 24'.2+42'.3 — 126=^48' : 
en effet, la somme de ces bénéfices partiels compose le gain 
total 126'. 



CHAPITRE IIL 

PROPRIÉ^rÉS DES NOMBRES. 



S I. DIVISIBILITÉ DES NOMBRES. 

^ 57. On dit qu'un nombre en divise un autre ^ ou est un diviseur 
de cet autre^ lorsque leur division ne laisse pas de reste. 
Ainsi 4 est un diviseur de 12. 

58. Lorsqu'un nombre en divise plusieurs. Al divise leur 
somme. 

En effet, chacun des nombres proposés vaut un certain nom- 
bre de fois le diviseur dont il s*agit; donc leur somme vaudra 
un certain nombre de fois ce même diviseur ; donc il en sera 
un diviseur exact. Par exemple 6, qui divise les nombres 18» 
42, 90, divise leur somme 150. 

59. Tout nombre qui en divise un autre divise ses multiples. 

Ce principe est une conséquence du précédent : car un mul- 
tiple d*un nombre n'est autre chose t|ue la somme de plusieurs 
nombres égaux à celui-là (40); 

Exemple. 6 divise 13, et par suite il divise 18X13= 234. 

60. Lorsqu'un nombre en divise deux autres, il divise leur dif^ 
férence. 

En effet, chacun des nombres proposés vaut un certain nom» 
bre de fois le diviseur dont il s'agit: donc leur différence vaut 
un certain nombre de fois ce diviseur; donc il en est un divi- 
seur exact. 

61. Un nombre est divisible par 2 quand U est terminé par un^ 
zéro du par un des chiffres PAms 2, 4, 6, 8*. 



* On appelle nombre pair un nombre exactement divisible par 2, parc» 
qu'il peut être partagé en deux portions pareilles ou égales; par opposition. 
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!• Si le nombre est terminé par un 0, il est un multiple de 
10 (26); mais 10, qui égale 2X5, est divisible par 2; donc le 
nombre proposé l'est aussi (8D). 

2» Si le nombre est terminé par un chiffre pair, ou pourra 
le concevoir décomposé en dizaines et unités. La partie des 
dizaines est, comme nous venons de le voir, divisible par 2; 
la partie des unités l'est aussi, par hypothèse : donc les deux 
parties du nombre proposé étant divisibles par 2, ce nombre 
l'est aussi (5tt). 

^^„Jè^. On démontrerait de la même manière qu'wn nombre est 
divisible par b quand U est terminé par un ou par un 5. 

— — 65. Un nombre est divisible par 4 quand le nombre représenté 
par ses deux derniers chiffres à droite est divisible par 4, 

En effet, concevons le nombre proposé décomposé en cen- 
taines et en unités : la partie des unités est, par hypothèse, divi- 
sible par 4; la partie des centaines l'est aussi, car tout nombre 
de centaines est un multiple de 100. Mais 10(0 = 10.10: or dans 
10 il y a un facteur 2, donc dans 100 il y aura deux facteurs 2, 
donc 100 est divisible par 2 . 2 = 4, et par conséquent tout nom- 
bre de centaines Test aussi : donc les deux parties du fipmbre 
proposé étant divisibles par 4, le nombre lui-mémele sera aussi. 

On verrait de la même manière qu'un nombre sera divisible 
par 8 = 2', par 16 = 2*, etc., quand le nombre exprimé par ses 
3,4, etc., derniers chiffres sera divisible par 8, 16, etc. 

^_^.,^4. Un nombre est divisible par 9, quand la somme de ses chif- 
fres^ considérés comme représentant des unités simples^ est elle^ 
mime divisible par 9. 
Nous allons d'abord démontrer qu't^ne unité d*un ordre quel- 



on nomme nombre impair un nombre qui n^estpas exactement divisible par 2.. 
Si donc on divise un nombre impair par 3, on aura pour reste une unité : de 
sorte qu'ion nombre impair est égal à un nomire pair augmenté ou diminui 
d'une unité. 
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conqm est un multiple de 9 augmenté dune unité simple. Si nous 
multiplions en effet par 9 un nombre exprimé par tant de 
chiffres 1 que l'on voudra, il est clair que le produit ne sera 
- composé que de chiffres 9, et qu'ainsi, en y ajoutant une unité, 
le résultat sera exprimé par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il I 
y avait de chiffres I dans le multiplicande : donc une unité d'un 
ordre quelconque est un multiple de n^i^/augmenté d'une unité, 
et par conséquent 2, 3, 4.... unités de cet ordre vaudront un 
multiple de 9 augmenté de 2,3,4.... unités simples. 

On voit d'après cela que, si l'on conçoit le nombre proposé 
décomposé en ses diverses collections d'unités, chacune d'elles 
sera égale à un multiple de 9 augmenté de son chiffre signi- 
ficatif considéré comme représentant des unités simples : donc 
ce nombre est égal à un multiple de 9 augmenté de la somme 
de ses chiffres significatifs. Si donc cette somme est divisible 
par 9, le nombre le sera aussi (S8). 

Remarquez que cette démonstration prouve que le reste de la 
division d'un nombre quelconque par 9 est celui même que Ion 
obtient en divisant par 9 la somme de ses chiffres additionnés 
comme s'ils représentaient des unités simples, 

68. On démontrerait de la môme manière qu'un nombre est 
divisible par 3 quand la somme de ses chiff'res significatifs^ con^ 
sidères commfi représentant des unités simples^ est elle-même divi- 
sible par 3. Seulement, pour prouver qiïune unité d*un ordre 
quelconque est un multiple de 3 augmenté d'une unité simple^ 
il faudra muUiplier par 3 un nombre exprimé par tant de chif- 
fres 3 que l'on voudra, et ajouter une unité au produit. 

66. Un nombre est divisible par 6 lorsqu'il est pair^ et que la 
somme de ses chiffres, considérés comme représentant des unités 
simples y est divisible par 3. 

Puisque la somme des chiffres du nombre proposé est un 
multiple de 3, ce nombre sera divisible par 3 (65). Or je dis que 
le quotient de cette division sera divisible par 2. En effet, si ce 
quotient était un nombre impair, en le multipliant par 3 on 
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trouverait un nombre impair» car le produit de deux nombres 
impairs est nécessairement impair * : ainsi, en multipliant le 
diviseur par le quotient, on ne retrouverait pas le dividende, 
puisque nous avons supposé que ce dividende était un nombre 
pair. Le quotient de la division du nombre proposé par 3 est 
donc divisible par 2 : donc le nombre proposé sera égal au 
quotient de cette seconde division multiplié par 2, puis par 3, 
c'est-à-dire multiplié par 6 (58); donc il est divisible par 6. 

*67. Un nombre est divisible par 11 quand la différence entre 
la somme de ses chiffres de rang impair et la somme de ses chif' 
fres de rang pair est^elle-méme divisible par U. 

Pour le démontrer, nous allons chercher quel est le reste 
que donne une unité d'un ordre quelconque divisée par 11, ce 
qui -se fera en divisant par 11 le nombre représenté par l'unité 
suivie d'un nombre indéfini de zéros; car, suivant que l'on 
aura employé un, deux, trois, etc., de ces zéros, le reste cor- 
respondant sera évidemment celui que donne une dizaine, une 
centaine, un mille, etc., divisé par 11; d'ailleurs une unité 
divisée par 1 1 donne 1 pour reste : 



100000. . . . 
100 
10 



11 



09 



On voit qu'en divisant dix unités par 11, on a pour quotient 
et 10 pour reste; qu'en divisant 100 unités par 11, on a 9 pour 
quotient et 1 pour reste; et comme en abaissant un à la 
droite de ce reste, on retombe sur le premier dividende par- 
tiel 10, il s'ensuit que les mêmes quotients et les mômes restes 



.*■• 



4 

* En effet, un nombre impair est égal à un nombre pair augmenté d'une 
unité : donc le produit de deux nombres impairs est égal au produit du mul» 
tiplicande par un nombre pair, plus une fois le multiplicande , c'est-à-dire 
est égal à un nombre pair augmenté d'une unité; donc ce produit est impair. 
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se reproduiront périodiquement et à l'infini. Puis donc qu'une 
unité divisée par 1 1 donne pour reste 1, qu'une dizaine donne 
pour reste 10, on voit que toute unité d'ordre impair est un mul- 
tiple de 1 1 augmenté d^une unité simple^ et que toute unité dC ordre 
pair est un multiple de li diminué d^une unité simple. Donc, 
si l'on conçoit un nombre quelconque décomposé dans ses 
diverses collections d'unités, chacune d'elles sera un multiple 
de 11 augmenté ou diminué de son chiffre significatif, consi- 
déré comme représentant des unités simples, suivant qu'elle 
sera d'ordre impair ou d'ordre pair; donc ce nombre est égal 
à un multiple de 11 augmenté de la somme de ses chiffres de 
rang impair et diminué de la somme de ceux qui sont de rang 
pair; donc il sera un multiple de 11, si la différence de ces 
deux sommes est elle-même un multiple de 11 ; donc un nom^^ 
bre sera divisible par 1 1 quand la différence entre la somme de ses 
. chiffres de rang impair et la somme de ses chiffres de rang pair 
sera elle-même divisible par 11. 

Le nombre 987654321 est-il divisible par 11, et s'il ne l'est 
pas, quel sera le reste de la division? 

La somme des chiffres de rang impair est 

1+3 + 5 + 7 + 9 = 25; 

celle des chiffres de rang pair est 

2 + 4 + 6 + 8 = 20; 

donc le nombre proposé est un multiple de 1 1 plus 2b moins 20; 
donc le reste de la division est 5. 

On peut simplifier ces calculs, en ayant soin de retrancher 
11 de la somme dey chiffres que Ton additionne, chaque fois 
que l'on obtient une somme partielle plus grande que 1 1 ; car 
il est clair que l'on aura ainsi diminué la somme des chiffres 
de rang impair et celle des chiffres de rang pair, chacune d'un 
multiple de 11, et qu'en conséquence leur différence aura été 
altérée seulement d'un pareil multiple. 
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Ainsi dans Texemple ci-dessus nous dirons : I et 3, 4 : el 5 
9; el 7, 16; moins 11, 5 ; et 9, 14 ; moins 1 1, 3. En opérant de 
môme sur les chiffres de rang pair, on dira : 2 et 4, 6; el 6, 
12 : moins 11, 1; el 8, 9. Ainsi le nombre proposé se compose 
d'un mulliple de 11, plus 3 moins 9, c'est-à-dire d'un multiple 
de 11 mmnsé; ou, ce qui revient au même, d'un mulliple de 
Il plus 11 moins 6, c'est-à-dire d'un mulliple de 11 plus h; 
donc le reste de la division est 5. 



* 68. Cherchons maintenant les caractères de divisibilité 
d'un nombre quelconque par un nombre donné. 

Pour fixer les idées, nous supposerons que le diviseur donné 
soit 7. 

Il est évident que si, sans effectuer la division du nombre 
proposé par 7, nous pouvions cependant trouver le reste de 
cette division, nous verrions à l'inspection de ce reste si le 
nombre proposé est ou n'est pas divisible par 7. Tâchons donc 
de découvrir ce reste. 

On sent que si l'on divise 2, 3, 4,... unités d'un ordre quel- 
conque par un certain diviseur, le reste que l'on obtiendra 
sera 2, 3, 4,... fois plus grand que si l'on divisait une unité du 
même ordre par le même diviseur. Par conséquent, si nous 
pouvons déterminer le reste que donne une unité d*un ordre 
quelconque divisée par 7, nous aurons facilement les restes 
respectifs qu'on trouvera en divisant par 7 les diverses collec- 
tions d'unités du nombre proposé, et la somme de ces restes 
sera celui même de la division de ce nombre par 7. 

Cherchons donc quel est le reste que donne une unité d'un 
ordre quelconque divisée par 7. Pour cela il n'y a qu'à diviser 
par 7 le nombre représenté par l'unité suivie d'un nombre 
indéfini de zéros, ce qui donne le calcul suivant : 



* Dans toute cette théorie, nous entendrons par reste d'une division l'excès 
du dividende sûr un multiple quelconque du diviseur. ~ 



7" 



f 
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100MM0OO... 2^ 

30 ' 142857 

20 
60 
40 
50 
10 

En examinant le tableau ci-dessus, on reconnaît : !• que 
unt unitéy une dizaine, une centaine sont des multiples de 7 aug- 
mentes respectivement d^une^ trois^ deux unités simples; 2* (jue un 
mille, une dizaine de mille, une centaine de mille donnent 
pour restes six, quatre, cinq unités, et qu'ainsi u/n mille, une 
dizaine de mille^ une cmtaine de mille sont des multiples de 7 
diminués respectivement de une, trois, deux unités simples.Gomme 
les restes obtenus dans la division ci-dessus se reproduisent 
périodiquement à Tinfinî, la loi que nous venons de recon- 
natlre pour les unités, dizaines et centaines des deux premiers 
ordres d'unités ternaires se soutiendra pour celles des ordres 
suivants; par conséquent, si l'on partage le nombre proposé 
en tranches de trois chiffres, en allant de droite à gauche, on 
verra que l'une quelconque de ces tranches sera un multiple 
de 7 augmenté bu diminué , selon qu'elle sera de rang impair 
ou de rang pair, de une fois ses unités, trois fois ses dizaines et 
deux fois s^ centaines. Si donc on multiplie les unités, dizaines, 
centaines de chaque tranche respectivement par 1, 3, 2, le 
nombre proposé sera égal à un multiple de 7 augmenté de la 
somme des produits qui proviennent ainsi des tranches de rang 
impair, et diminué de la somme de ceux qui résultent des 
tranches de rang pair; ou, ce qui revient au même, augmenté 
ou diminué de la différence de ces deux sommes, selon que la 
première sera plus grande ou plus petite que la seconde. Donc, 
suivant que cette différence sera ou ne sera pas divisible par 7, 
le nombre lui-même sera ou ne sera pas divisible par 7. 

Exemples. P Quel est le reste que l'on obtiendra en divisant 
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42876953246235 par 7? L'application de la règle précédente 
conduit aux calculs suivants : 



Tranches 
de rang impair. 



5. I 

3. 3 

2. 2 

3. 1 
5. 3 
9. 2 
2. l 

4. 3 



5 

9 

4 

3 

15 

18 

2 

12 

68 



Tranches 
de rang pair. 



6. I 

4. 3 

2. 2 

6. 1 

7. 3 

8. 2 



6 

12 

4 

6 

21 

16 

65 



Ainsi le nombre proposé est égal à un multiple de 7 aug- 
menté de 68 unités et diminué de 65 unités, c'est-à-dire à un 
multiple de 7 augmenté de (68 — 65) =3 unités; donc le reste 
de la division est 3. ' , 

2» Quel est le reste de la division de 278245789321 par 7r 



Tranches 
de rang impair. 




1 

6 
6 
5 

12 
4 

34 



Tranches 
de rang pair. 



9. l 

8. 3 

7. 2 

8. i 

\2. 2 



9 
24 
14 

S 
21 

4 

80 



Ainsi le nombre proposé est égal à un multiple de 7 aug- 
menté de 34 unités et diminué de 80 unités, c'est-à-dire à un 
multiple de 7 diminué de (80 — 34) = 46 unités. 

Mais en appliquant la méthode au nombre 46, on trouve 
qu'il est égal à un multiple de 7 augmenté de 18 unités; que 
18 est de même un multiple de 7 plus 1 1; et qu'enfin 1 1 est un 
multiple de 7 plus 4. Ainsi 46 se compose d'un multiple de 7, 
plus 4 : donc le nombre proposé est égal à un multiple de 7 
diminué de 4 unités, ou bien à un multiple de 7 piw5 7 woirw 4, 
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c'est*à-dirc à un multiple de 7 plus 3 : donc le reste de la divi- 
sion sera 3. 

* 69. Si l'on se rapporte au tableau de la division de lOOOO..., 
par 7 (page 46), on reconnaît que une unité, un mUle, un mil- 
lion, un billion, etc., donnent respectivement pour restes 1, 6, 
1, 6, etc., unités; qu'ainsi toute unité ternaire de rang impair 
est un multiple de 7 augm^enté d'une unité simple ^ et toute unité 
ternaire de rang pair est un multiple de 7 diminué d'une unité 
simple. Par conséquent, si l'on conçoit le nombre proposé par- 
tagé en tranches de trois chiffres en allant de droite à gauche, 
chacune d'elles sera un multiple de 7, augmenté ou diminué 
de sa valeur absolue, selon qu'elle sera de rang Impair ou 
de rang pair : donc ce nombre est un multiple de 7, augmenté 
de la somme de ses tranches de rang impair, et diminué de 
la somme de ses tranches de rang pair; donc il sera divisible 
par 7, si la différence de ces deux sommes l'est aussi ; donc, 
pour qu'un nombre soit divisible par 7, il faut et il suffit que, si 
on le partage en tranches de trois chiffres en allant de droite à 
gauche, la différence entre la somme de ses tranches de rang im- 
pair et la somme de ses tranches de rang pair soit elle-même divi- 
sible par 7. 

Celte seconde règle, beaucoup plus simple que la première,, 
n'est applicable cependant qu'à des nombres composés de plus 
de trois chiffres, de sorte qu'il faudra les appliquer successi- 
vement toutes les deux. 

Reprenons les deux exemples traités dans le numéro précé- 
dent. Le premier conduit aux calculs suivants : 



Tranches 1 • 
de rang impair.) 



1230 



Tranches 
de rang pair, j ^^^ 

876 
1122 

Ainsi le nombre proposé est un multiple de 7 augmenté de 
(1230—1122;= 108, ou, ce qui revient au même, du reste de 
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la division de 108 par 7, lequel est 3 d'après la première mé- 
thode ; donc le reste demandé est 3. 



Calcul du second exemple. 



Tranches ( 321 

de rang impair. ( 245 

566 



Tranches 
de rang pair. 



789 
278 

1067 



Ici le nombre proposé est un multiple de 7 augmenté de 566 
et diminué de 1067, c'est-à-dire diminué de (1067 — 566) = 501, 
outlu reste de la division de 501 par 7, lequel est 4 : donc le 
reste demandé est 7 — 4 = 3. 

*70. Les méthodes que nous venons de développer peuvent 
s'appliquer avec succès à tout autre diviseur que 7. En répétant 
sur cet autre diviseur tous les raisonnements qui précèdent, on 
parviendra toujours à des caractères de divisibilité qui seront 
plus ou moins simples. Ainsi, par exemple, on trouvera que, 
pour qu'un nombre soit divisible par 37, il faut et il suffit qui^ si 
on le partage en tranches composées alternativement de deux et 
d'un chiffre^ en allant de droite à gauche^ la différence entre la 
somme des tranches de deux chiffres et % produit par II de la 
somms de celles cTwn chiffre soit divisible par 37. 

1. La facilité avec laquelle on trouve le reste.de la division 
'd'un nombre par 9 fournit une méthode très-simple pour faire 
la preuve de la multiplication. Cette méthode, connue sous le 
nom de preuve par 9, est fondée sur le principe suivant : 

Le reste que Von trouve en divisant par 9 le produit de deux 
nombres est égal à celui que Von obtient en divisant par 9 le produit 
des deux restes que donne la division des imÊfàmi^ proposés parce 
même diviseur 9 *. 




* Remarquons que cette propriété n'est pas particulière au nombre 9, mais 

4 
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En effet, chacun des deux nombres proposés peut être con- 
sidéré comme un multiple de 9 augmenté du reste de la divi- 
sion de ce nombre par 9 : si donc on multiplie ces deux nombres 
entre eux, ce qui se fera en multipliant chaque partie du mul- 
tiplicande successivement par chacune de celles du multipli- 
cateur, le produit que Ton trouvera sera composé de quatre 
parties^ dont trois seront des multiples de 9, et dont la qua- 
trième sera le produit des restes que Ton aura trouvés en di- 
visant les nombres proposés par 9. Donc le reste de la division 
du produit de ces nombres par 9 sera le même que celui que 
Ton obtiendra en divisant par 9 le produit de ces restes : il est 
d'ailleurs évident que, si ce dernier produit était moindre que 
9, il serait lui-même le reste dont il s'agit. 

Soient, par exemple, les nombres 43 et 35. En les divisant 
par 7, on trouve que 43 = 9.4 + 7, et que 35 = 9.3 + 8 : donc 
leur produit se compose de la somme 

9.4.9.3 + 7.9.3 + 9.4.8 + 7.8, 

do^tles trois premières parties sont évidemment des multiples 
de 9; mais la quatrième, divisée par 9, donne pour quotient 6 
et pour reste 2, de sorte qu'elle vaut 9.6+2 • donc le produit 

43.35 = 9.4.9.3 + 7.9.3 + 9.4.8+9.6 + 2; 

donc le reste de la division de ce produit par 9 est 2. 

Cela posé, pour faire la preuve de la multiplication^ addition^ 
mz successivement les chiffres du multiplicande^ considérés comme 
représentant des unités simples^ et diminuez chaque somme par- 
tielle de 9 quand la chose sera possible : vous obtiendrez ainsi le 
reste que donnerait la division de ce rwiUîplicande par 9 (64). 
Opérez de la même manière sur le multiplicateur; multipliez entre 



que tout atutre nombre en jouit également : aussi fait-on quelquefois la preuve 
par U, à cause de la facilité avec laquelle on peut calculer le reste de la di- 
vision d'un nombre par 11 (67). 
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€ux les deux restes ainsi obtenus, et cherchez semblablement le reste 
de la division de leur produit par 9. Si la multiplication a été bien 
faite j le reste que vous trouverez ainsi devra être le même que celui 
(jue vous obtiendrez &n opérant sur le produit comme vous l'avez 
fait sur ses facteurs. 

Veut-on vérifier le produit 40612376 des nombres 8764 et 
4634? en opérant sur le multiplicande conformément à cette 
règle, nous dirons : 8 et 7, 15; moins9, 6; et 6, 12; moins 9, 3; 
et 4, 7. On trouvera de même que la division du multiplicateur 
par 9 donnera 8 pour reste ; on multipliera 7 par 8 ; le produit 
est 56, dont la somme^des chiffres surpasse 9 de 2. Il faudra 
donc qu'en divisant le produit 40612376 par 9, on trouve aussi 
S pour reste; et c'est en effet ce qui a lieu. On en conclut que 
la multiplication a été bien faite. 

Remarquons cependant que cette preuve pourrait réussir, 
bien que la multiplication qu'elle doit vérifier fût fautive. Il 
suffirait pour cela que l'on eût commis quelque part deux 
erreurs, l'une en plus, l'autre en mmns, du même nombre 
d'unités; ou bien que Ton eût mis un 9 au lieu d'uû 0, et ré- 
ciproquement, etc. 

('^72. Pour faire la preuve par 9 de ta division, retranchez le 
reste du dividende, et, le nombre résultant étant le produit du 
diviseur par le quotient, voils pourrez le vérifier par la méthode 
précédente. 

Exemple. La division de 40615624 par 8764 a donné pour 
quotient 4634, et pour reste 3248. Pour la vérifier je retranche 
3248 de 40615624, ce qui donne pour reste 40612376, nombre 
qui est ainsi le produit de 8764 par 4634. J'applique donc à la 
vérification de ce produit la règle du n« 71. Les facteurs divisés 
par 9 donnent respectivement pour restes 7 et 8, dont le produit 
est 56. La somme de ses chiffres surpasse 9 de 2 unités : ainsi il 
faut que le reste de la division de 40612376 par 9^oit 2, et c'est 
effectivement ce qui arrive; donc la division a été bien faite. 
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%/ 



S n. NOMBRES PREMIERS. 

5. On appelle nombre premier un nombre qui n'est divisible 
que par lui-même et par V unité : tel est le nombre 7. 

Il suit de cette défmilion qu'on sera sûr qu'un nombre est 
premier, lorsqu'on aura essayé de le diviser par tous les nom- 
bres plus petits que sa moitié sans pouvoir y parvenir (813). 



• aue 



74. Proposons-nous de découvrir quels sont^ dans la suite na- 
turelle des nombres, ceux qui sont premiers. 

De toutes les méthodes données pour résoudre ce problème, 
la suivante, due à Èratosthene^ est la plus expéditive. Ce géo- 
mètre grec observa que les nombres pairs, à l'exception de 2, 
ne pouvant être des nombres premiers, il ne fallait chercher 
ceux-ci que parmi les nombres impairs; en conséquence, il 
écrivit les uns à la suite des autres, et dans leur ordre naturel, 
tous les nombres impairs jusqu'à la limite qu'il s'était fixée *y 
et remarqua que, si, à partir de 3 exclusivement, on comptait 
de trois en trois, tous les nombres sur lesquels on tomberait 
ainsi seraient seuls divisibles par 3. 

En effet, chaque nombre impair diffère du précédent de deux 
unités : donc il diffère de celui qui le précède de trois rangs, 
de six unités : donc le nombre qui vient trois rangs après un 
nombre divisible par 3 est lui-même divisible par 3 (58); donc 
aussi le nombre qui vient trois rangs après un nombre qui n'est 
pas divisible par 3, ne l'est pas non plus, car il se compose d'une 
partie qui est divisible par 3, et d'une autre qui ne l'est pas; 
donc, si, à partir du nombre 3, on compte de trois en trois, les 
nombres sur lesquels on tombera seront divisibles par 3, et il 



* La suiU des nombre» premiers est ijlimitée ; car supposons, s'il est possi- 
ble, que n soit le plus grand de ces nombres: formons le produit 2.3.5 7....n 
de tous les nombres premiers; le nombre l + 2.3.5.7....n est premier, sans 
quoi il serait divisible par un nombre premier, et il est clair que le reste de 
sa division par Tun de ces nombres est Tunité. 
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n*y ea aura pas d'autres qui jouiront de cette propriété. Une 
raison semblable conduisit Ëratosthène à pointer tous les nom- 
bres sur lesquels il tomba en comptant de cinq en cinq, à partir 
de 5 ; de sept en sept, à partir de 7 ; de onze en onze, à partir 
de 11, etc.; de cette manière, il parvint à exclure tous les 
nombres divisibles respectivement par 3, 5, 7, 11, etc.; de 
sorte qu'il ne resta plus que les nombres premiers. Cette mé- 
thode porte le nom de cribk cFÉratosthène (voy. 215). 

75r On appelle plus grand commun diviseur de plusieurs 
nombres le plv^ grand de tous les nombres qui les divisent exacte- 
mèht. 

Proposons-nous d'abord de trouver le plus grand commun 
diviseur de deux nombres, et supposons, pour fixer les idées, 
que ces nombres soient 56 et 21. Le plus grand commun divi- 
seur de 56 et de 21 ne peut pas être plus grand que 21, puis- 
qu'il doit le diviser : donc 21 serait le plus grand commun di- 
viseur demandé, s'il divisait 56. Divisons donc 56 par 21 : le 
quotient est 2, et le reste 14 ; ainsi, 21 n'est pas le plus grand 
commun diviseur demandé. Mais je dis que ce plus grand com- 
mun diviseur est le même que celui des nombres 21 et 14. Nous 
le démontrerons évidemment en prouvant que tous les divi- 
seurs communs à 56 et à 21 sont aussi des diviseurs communs " 
à 21 et à 14, et réciproquement. 

Or, tout diviseur commun à 56 et à 21 divise 21, et partant 
son multiple 2 fois 21 (50) ; mais il divise aussi 56 : donc il di- 
vise leur différence 14 (60) ; donc il divise à la fois 21 et 14. 

Actuellementi tout diviseur communà21 et à 14 divise21, et 
partant son multiple 2 fois 21; mais il divise aussi 14: donc 
il divise leur somme 56 (S8) ; donc il divise à la fois 56 et 21. 

Donc tous les diviseurs communs à 56 et à 21 sont aussi des 
divise jrs communs à 21 et à 14, et réciproquement; donc le 
plus grand commun diviseur de 56 et de 21 est celui même de 
21 et (le 14 ; donc le plus grand commun diviseur de deux nom* 
bres e^tle même que celui qui existe entre le plv^ petit de ces nom^ 
brcs et le reste de leur division. 
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La question est donc ramenée à trouver le plus grand com- 
mun diviseur de 21 et de 14. En raisonnant sur ces deux nom- 
bres comme on Ta fait sur 56 et 21, on sera conduit à diviser 
21 par 14 ; on trouvera 1 pour quotient et 7 pour reste, ce qui 
montre que 14 n*est pas le plus grand commun diviseur de- 
mandé. Mais en vertu du principe que nous venons de dé*- 
montrer, ce plus grand commun diviseur est le môme que 
celui des nombres 14 et 7 ; nous diviserons donc 14 par 7; et 
comme 7 divise exactement 14, nous en conclurons que 7 est 
le plus grand commun diviseur demandé. 

76. Donc, pour trouver le plus grand commun divisevr de; 
deux nombres, divisez le plus grand par le plus petit. Si la ditn- 
sion s'effectue exactement^ le plus petit des deux nombres est le 
plus grand commun diviseur demandé. Si cela n'a pas lieu, vous 
diviserez le plus petit nombre par le reste; et si la seconde^ divi- 
sion réussit, ce premier reste sera le plus grand commun divi-- 
seur; dans le cas contraire, on divisera le reste de la première 
division par celui de la seconde, celui-ci par le reste de la troi-- 
sième, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on parvienne à un quotient 
exact : le dernier diviseur sera le plus grand commun diviseur 
demandé* 

Si, dans le courant des opérations, on trouve pour reste un 
nombre premier, il faudra encore diviser le reste précédent par 
celui-ci. Si Vopération s'effectue exactement, ce nombre premier 
sera le plus grand commun diviseur demandé. Si elle ne réussit 
pas, il est inutile de pousser plus loin le calcul, car on est certain 
de trouver l'unité pour plus grand commun diviseur. En effet, 
puigqu'en vertu du principe établi au n* 75, le plus grand com- 
mun diviseur doit diviser tous les restes, il doit diviser noire 
nombre premier ; mais un nombre premier n'est divisible que 
par lui-même ou par Tunité : donc le plus grand commun di- 
•viseur ne peut être que ce nombre premier ou l'unité : donc si 
le nombre premier n'est pas le plus grand commun diviseur^ 
ce sera l'unité qui sera ce plus grand commun diviseur. On 
dispose les calculs de la manière suivante : 
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^ 



56 
42 


2 

21 
14 

7 


1 

14 
14 




2 

7 


14 





■ \ : 



Le nombre des divisions ne pourra pas surpasser la moitié du 
plm petit nombre; car les (Jeux derniers diviseurs sont les seuls 
restes consécutifs qui puissent différer d'une unité seulement, 
puisque la division de deux pareils nombres donne évidem- 
ment pour reste l'unité ; de sorte que deux autres restes con- 
sécutifs quelconques diffèrent au moins de 2 unités, et qu'ainsi 
il ne peut pas y avoir plus de restes différents que 2 n'est con- 
tenu de fois dans le plus petit nombre. 

77. On appelle nombres premiers entre eux des nombres qui 
n'ont que Vunité pour diviseur commun. 

Il suit de là que, si l'on appliciue la méthode du plus grand 
commun diviseur à deux nombres premiers entre eux, on 
trouvera l'unité pour plus grand commun diviseur, sans quoi 
ces deux nombres ne seraient pas premiers entre eux. 

*78. Tout nombre qui en divise deux autres divise leur plus 
grand commun diviseur. 

En effet, tout nombre qui divise le dividende et le diviseii* 
d'une division doit diviser le reste de cette division, car il divi* 
sera le dividende et le produit du diviseur parle quotient (80) ; 
donc il doit diviser leur différence (60)^ c'est-à-dire le reste de 
la division. 

Cela posé, si l'on applique à deux nombres la méthode da 
plus grand commun diviseur, on voit que tout nombre qui di- 
visera les deux nombres proposés divisera le reste de la pre^ 
mière division. Mais ce reste devient diviseur dans la second^ : 
donc le nombre dont il s'agit divisera le dividende et le diviseur 
de la seconde division, et par conséquent le reste de cette divi* 
sion, et ainsi de suite ; donc il divisera tous les restes successifs^ 
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et par conséquent le plus grand commun diviseur, qui est le 
dernier de ces restes. 

ê 

*70. Ce principe va nous donner le moyen de trouver le 
plus grand commun diviseur de plusieurs nombres. Soient, en 
effet, les nombres 60, 48, 30 et 15. Je cherche le plus grand 
commun diviseur des deux premiers, il est 12; le plus grand 
commun diviseur de 12 et de 30, il est 6; le plus grand com- 
mun diviseur entre 6 et 15, il est 3. Je dis que 3 est le plus 
grand commun diviseur demandé. En effet, le plus grand com- 
mun diviseur des nombres 60, 48, 30 et 15 divise 60 et 48, et 
par conséquent leur plus grand commun diviseur 12 (78). Or 
il divise aussi 30 : donc il doit diviser 6, plus grand commun 
diviseur de 12 et de 30. Mais il divise aussi 15 : donc il doit di- 
viser 3, plus grand commun diviseur des nombres 6 et 15 ; 
donc il n'est pas plus çrand que 3. Donc, si je puis prouver 
que 3 divise à la fois les nombres proposés, j'en conclurai que 
3 est leur plus grand commun diviseur* 

Or 3 divise les nombres 6 et 15, car il est leur plus grand 
commun diviseur : donc il divise 12 et 30, multiples de 6; donc 
il divise 60 et 48, multiples de 12; donc il divise à la fois les 
quatre nombres 15, 30, 48 et 60; donc il est leur plus grand 
commun diviseur. 

Donc, pour trouver le plus grand commun diviseur de plu- 
skurs nombreSy on cherchera le plus grand commun diviseur des 
deux plus petits y car le plus grand commun diviseur demandé 
ne saurait les surpasser ; puis le plus grand commun diviseur de 
ce plus grand commun diviseur et du plus petit des nombres res- 
tants; puis le plus grand commun diviseur de ce second plus grand 
commun diviseur et du plus petit des nombres restants^ et air^si de 
suite : le dernier plus grand commun diviseur trouvé sera celui 
même des nombres proposés, 

* 80. Tou^ nombre qui divise un produit de deux facteurs^ et 
qui est premiei' avec Vun d^eux, divise nécessairement Vautre 
fadeur. 
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^^ Soitflun nombre supposé premier avecTun des deux facteurs 

betc d'un produit » le facteur b par exemple : je dis que, si a 
divise le produit 6. c, il divisera nécessairement le facteur c. 
En effet, a et 6 étant deux nombres premiers entre eux, leur 
plus grand commun diviseur est l'unité (77). Or, si l'on multi- 
plie ces deux nombres chacun par c, et que l'on cherche le plus 
grand commun diviseur des produits a.c et b*c, les restes que 
l'on trouvera dans cette seconde série d'opérations seront 
respectivement égaux à ceux de là première multipliés par c. 
En effet, lorsqu'on multiplie le dividende et le diviseur d'une 
division par un même nombre , le reste est multiplié parce 
nombre (55) ; donc, puisque nous avons multiplié le dividende 
et le diviseur de la première division par c, le premier reste 
aura aussi été multiplié par c. Mais ce premier reste devient le 
diviseur de la seconde division : donc, puisque le dividende et 
le diviseur de cette seconde division ont été multipliés par c, le 
second reste le sera aussi, et ainsi de suite. Donc, puisque le 
dernier reste de la première série d'opérations est l'unité, le 
dernier resfe de la seconde sera c. Donc c est le plus grand 
commun diviseur des deux produits a.c et 6. c. Or a divise le 
premier de ces produits, car il en est un des facteurs; il divise 
aussi le second par hypothèse : donc il divise leur plus graud 
commun diviseur c (78) ; ce qu'il fallait démontrer. 

* 81. Tout nombre premier qui divise un produit de plusieurs 
facteurs divise nécessairement Vun d*eux. 

Je dis que si p est un nombre premier qui divise le produit 
a.b,c.d,\\ divisera nécessairement l'un des facteurs de ce 
produit. 

En effet, si p divise d, le principe est démontré; s'il ne le 
divise pas, ces deux nombres sont premiers entre eux, car ils 
ne peuvent avoir d'autre commun diviseur que p ou Tunité. 
Mais on peut regarder le produit a.b.c.d comme résultant de 
la multiplication du prodr.it a.b.c par d. Donc, puisque p est 
premier avec le facteur d, il faut nécessairement qu'il divise 
l'autre facteur a.bx (80) . Si p divise c, le principe est démontré ; 
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s'il ne le divise pas, ces deux nombres sont premiers entre 
eux : par conséquent, puisqu'on peut regarder le produit a,b.c 
comme résultant de la multiplication du produit a. & parc, il 
ne pourra diviser ce produit qu'autant qu'il divisera l'autre 
facteur a.b. Si p divise 6, le principe est démontré; s*il ne le 
divise pas, ces deux nombres sont premiers entre eux , et par 
conséquent, pour que p divise le produit a. 5, il faudra qu'il 
divise le facteur a : donc p divise nécessairement l'un des fac- 
teurs du produit a.b.cd. 

*82. Il suit de là que, lorsqu'un nombre premier divise une 
puissance d'un nombre, il doit diviser ce nombre : car une puis- 
sance d'un nombre n'est autre chose que le produit de plu- 
sieurs facteurs égaux à ce nombre (41), et nous venons dé 
prouver que, lorsqu'un nombre premier divise un produit de 
plusieurs facteurs, il divise nécessairement l'un d'eux. 

*85. Lorsque deux nombres sont premiers entre eux, leurs 
puissances sont premières entre elles. 

Soient, en effet, a et 6 deux nombres premiers entre eux j 
je dis que leurs pui^ances a* et 6" sont aussi premières entre 
elles. En effet, si ces deux puissances avaient un facteur pre- 
mier commun , ce facteur premier devrait diviser a et 6 (82) , 
ce qui est contraire à l'hypothèse : donc a* et 6* ne peuvent 
pas avoir de facteur premier commun, et n'ont par conséquent 
aucun facteur commun : donc ces deux quantités sont pre- 
mières entre elles. 

*84. Lorsqu'un nombre est divisible par plusieurs nombres 
premiers entre eux deux à deux, il l'est aussi par leur produit. 

Soit n un nombre divisible par les nombres a, 6, c, d, que 
je suppose premiers entre eux deux à deux : je dis qu'il est 
divisible par leur produit. 

En effet, puisque n est divisible par a, si nous appelons q le 
quotient de la division, nous aurons n=a.q. Or b divise n; 
mais il est premier avec le facteur a : donc il doit diviser l'autre 
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facteur g (80). Si Ton appelle q' le quotient de cette division, on 
aura q=ib.q\ et par conséquent n=a.b.q' (58), ce qui prouve 
déjà que n est divisible par le produit des deux premiers nom-- 
bres a el b. Or c divise n; donc, puisqu'il est premier avec le 
facteur a, il doit diviser l'autre facteur q (nous avons vu que 
n=:-a.q). Maïs c est aussi premier avec le facteur b : donc il 
doit diviser l'autre facteur çf (nous avons vu que 9 = 6. g'); 
donc en appelant q" le quotient de celte division, nous aurons 
q'=^c.çf; et par conséquent n, qui est égal à a. 6. g', le sera 
aussi ka.b.c.^\ ce qui prouve que n est divisible par le produit 
des trois premiers nombres a, b, c; et ainsi de suite. 



— *^S. Il suit encore du n* 81 qu'un nombre ne peut être dé- 
composé que dans un seul système de facteurs premiers. 

Supposons, en effet, que l'on puisse avoir en môme temps 
n=:Â.6.G, et n = a.b.c; A,B, C, a, &, c étant des nombres 
premiei^s. Puisque le nombre premier c divise n, il doit diviser 
l'un de ses facteurs À, B, G; mais, comme ils sont premiers, 
il faut qu'il soit égal à l'un d'eux. Supposons c = G ; les deux 
produits A.B.C et a.&.c étant égaux, si on les divise respecti- 
vement par Cet c, les quotients A. B et a.b devront être égaux. 
Or b divise le second : donc il divise aussi le premier, et par 
conséquent Tun de ses facteurs A et B, ce qui ne peut être, à 
moins qu'il ne soit égal à l'un d'eux, à B par exemple; d'où il 
suit que a est aussi égal à A, puisque A.B = a. 6, ce qui dé- 
montre le principe énoncé. 

Remarquons que cette démonstration n'exige pas que les fao* 
teurs premiers du nombre proposé soient Ums inégaux; de sorte 
que si, dans l'une des expressions du nombre n, un facteur 
entre plusieurs fois , il entrera aussi le môme nombre de fois 
dans l'autre. 

'^86. Pour qu'un nombre en divise un autre ^ il faut qu*il ne 
contienne pas d'autres facteurs premiers que cet autre ^ et qu'il 
ne contienne pas les facteurs premiers de ce nombre plus de 
fois que celui-ci m les contient lui-même : sans quoi on pour- 
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rait décomposer un même nombre de deux manières diffé- 
rentes en facteurs premiers. 

*87. Pour qu'un nombre soit divisible par un autre y il faut 
qu*U contienne toxAS les facteurs premiers de cet autre ^ et quHl 
contienne chacun d'eux au moins autant de fois que celui-ci les 
contient (85). 

88. Décomposer un nombre donné en ses facteurs premiers. 

Le procédé le plus naturel pour résoudre cette question est 
d*essayer la division du nombre proposé, successivement par 
les nombres premiers 2, 3, 5 , 7, 11, etc. Ainsi on essayera 
d'abord de diviser le nombre proposé par 2 : si la division réus- 
sit/on essayera de diviser par 2 le quotient qu*on aura trouvé ; 
si cette seconde opération réussit, on essayera de diviser ce se- 
cond quotient par 2, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à 
un quotieiit qui né soit plus divisible par 2. On essayera alors 
de le diviser par 3, et autant de fois de suite par 3 qu'il sera 
possible; on parviendra ainsi à un quotient qui ne sera plus 
divisible par 3 : on essayera de le diviser par 5 , et autant de 
fois de suite par 5 qu'on le pourra ; et l'on continuera ainsi 
jusqu'à ce qu'on arrive à un quotient qui soit un nombre pre- 
mier, ce qui aura pécessairement lieu , sans quoi la décompo- 
sition dû nombre proposé en facteurs n'aurait pas de fin ; et ce 
nombre étant ainsi le produit d'une infinité de facteurs, tous 
plus grands que l'unité , serait par conséquent infini. On divi- 
sera le dernier quotient par lui-même, ce qui donnera pour 
résultat l'unité, et alors l'opération sei'a terminée. 

Soit pour exemple le nombre 4725. 

Ce nombre , étant impair^ n'est pas divisible par 2 , mais il 
l'est par 3, et le quotient de cette division est 1575, qui est en- 
core divisible par 3. En effectuant cette division, on trouve pour 
quotient 525, nombre divisible par 3; le quotient de cette troi- 
sième division est 175, nombre qui n'est plus divisible par 3 , 
mais qui l'est par 5. Le quotient de 175 par 5 est 35, nombre 
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qui est encore divisible par 5 et donne pour quotient le nombre 
premier7.IIrésultedelàque4725=3.l575;que 1575=3.525, 

donc 4725 = 3«. 525; que 525=3. 175, donc 4725 = 3». 175; 
que 175 = 5. 35, donc 4725 = 3*. 5. 35; enfin que, 35 étant le 
produit de 5 par 7, on aura 4725 = 3». 5*. 7. Ainsi, 4725 est le 
produit de 3 facteurs 3, de 2 facteurs 5 et du facteur 7. 

Quoiqu'on n*ait essayé la division du nombre proposé par 
aucun facteur plus grand que le dernier de ceux que Ton a 
trouvés, on ne peut point craindre de n'avoir pas mis en évi- 
dence tous les facteurs premiers de ce nombre; car nous avons 
vu qu'un nombre ne peut être décomposé qu'en un seul sys- 
tème de facteurs premiers (88). 

*80. Proposons-nous actuellement de former tout les divi- 
seurs Sun nombre. > 

Nous décomposerons d'abord ce nombre en ses facteurs pre- 
miers (88); et si Ton suppose, pour fixer les idées, qu'il ait 
été divisé p fois de suite par a, q fois de suite par 6, rfoisUe 
suite par c, son expression sera de la forme n = a". 6*. c*". 

Cela posé, il en résultera que le nombre n sera divi- 
sible par toutes les puissances de a, de h, de c, depuis la pre- 
mière jusqu'à la p**"* pour a, jusqu'à la g""' pour 6, jusqu'à 
la r**"* pour c : de plus, comme ces différentes puissances de a, 
de 6 et de c sont premières entre elles deux à deux (83), le 
nombre n sera divisible par leurs produits deux à deux et 
trois à trois (84). D'ailleurs le nombre n n'aura pas d'autres 
diviseurs, en vertu du principe du n» 86. En conséquence, 
pour former tous les diviseurs du nombre n, on écrira sur 
trois lignes horizontales respectivement 

1 et les puissances de a jusqu'à la p**""' , 

1 deb . . . . . g'*"S * 

1 de c ..... r**"% 

et Ton formera le produit des nombres contenus dans ces trois 
lio-nes, ce qui se fera en multipliant successivement tous les 
termes de la première par ceux de la seconde, puis tous les 
tiîrmes du produit par ceux de la troisième. Or le produit des 
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deux premières lignes se composera de 1, des puissances de a, 
des puissances de b, et des produits des puissances de a par 
celles de b. Maintenant on multipliera ce produit des deux 
premières lignes par la troisième, ce qui donnera : Tunité, les 
puissances de a, les puissances de &, les puissances de c, les 
produits des puissances de a par celles de b, les produits des 
puissances de a par celles de c, les produits des puissances de 
b par celles de c, et les produits des puissances de a par celles 
de b et par celles de c. 

Nous aurons donc bien formé ainsi tous les diviseurs du 
nombre w. 

*00. Dans la pratique, pour obtenir tou3 les diviseurs d'un 
nombre, on dispose les calculs de la manière suivante : 



4725 


1 


1575 


3 


525 


3 


175 


3 


35 


5 


7 


5 


1 


7 



1 

3 

9 

27 

5, 15, 45, 135 

25, 75, 225, 675 

7, 21, 63, 1 89, 35, 105/315, 945, 175, 525, 1575,4725 



Les deux premières colonnes à gauche contiennent le tableau 
des calculs nécessaires pour trouver 1* facteurs premiers du 
nombre 4725 (88); la troisième colonne renferme tous les 
diviseurs tant simples que composés de 4725; pour les obtenir, 
on a écrit en tête de celte colonne le diviseur 1, on Fa multi- 
plié par le premier facteur 3, et l'on a écrit le prod uit au- 
dessous de. ce diviseur 1 ; on a formé de même tous les autres 
diviseurs, en multipliant tous ceux déjà trouvés par le facteur 
premier suivant, et en ayant soin de ne pas écrire deux fois le 
même produit. 

On voit que de cette manière on a formé : !• le diviseur 1 et 
toutes les puissances de 3 qui peuvent diviser 4725; îa- le divi- 
seur 5 et toutes ses combinaisons avec les diverses puissances 
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de 3; 3* la deuxième puissance de 5 et ses combinaisons lavec 
les diverses puissances de 3; enfln, le diviseur 7 et ses combi- 
naisons avec les diverses puissances de 3, avec les diverses puis- 
sances de 5, et avec les produits des diverses puissances de 3 
par celles de 5 : donc on à bien formé ainsi tous les diviseurs 
tant simples que composes du nombre 4725 (89). 

'91, Le nombre total des diviseurs d'un nombre (en y compre- 
nant ce nombre et Vunitè) est égal au produit des exposants de ses 
facteurs premiers, augmentés chacun d*u>ne unité. 

Nous avons vu qu'on pouvait former tous les divheurs d'un 
nombre n=a'. 6«. c', en effectuant le produit de trois lignes qui 
contiennent respectivement 1 et toutes les puissances ^ a jus- 
qu'à bjo'*"', 1 et toutes les puissances de 6 jusqu'à lag'*°*% 1 et 
toutes les puissances de c jusqu'à la r'^*^ (89) : ainsi ces lignes 
se composent respectivement de (p -f 1), (^ + 1), (»• + 1) termes; 
donc en multipliant la première ligne par un terme quelcon- 
que de la seconde, le produit contiendra (p + 1) termes; donc, 
le produit des deux premières lignes renfermera autant de 
fois (p + 1) termes qu'il y en a dans la seconde, c'est-à-dire 
(P + ^)« (9 + 0* Maintenant, en multipliant le produit des deux 
premières lignes par un terme quelconque de la troisième, le 
produit contiendra fp + !)• {Q + 1) termes : donc le produit des 
trois lignes se composera d'autant de fois (p-f !)• (?+ 1) ter- 
mes qu'il y a de termes dans la troisième ligne, c'est-à-dire de 
(r+1) fois (p+l).(g+lj termes, ou de (p+ I).(ç + l).(r+l) 
termes, ce qui démontre le principe énoncé. 

Cette règle fournit le moyen de vérifier si, dans la formation 
des diviseurs d'un nombre (90), on n'en a omis aucun : ainsi 
le nombre 4725, qui égale 3'. 5*. 7, doit avoir un nombre de 
diviseurs égala (3+l).(2 + l).(l -f 1)=4.3.2 = 24, et c'est en 
effet ce que l'on a trouvé. 
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2. Nous avons vu (86) que, pour qu^un nombre en divisé 
n autre, 11 faut qu'il ne contienne pas d'autres facteurs pre- 
miers que cet autre, et qu'il ne contienne pas les facteurs pre- 
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micrs de ce nombre à des puissances plus élevées que celui-ci 
ne les conlienl lui-même. Si doncnous^écomposons plusieurs 
nombres donnés en leurs facteurs premiers, et si nous faisons 
le produit de tous les facteurs premiers communs ainsi trou- 
vés, en affectant chacun d'eux du plus petit exposant qu'il a 
dans ces nombres, ce produit sera le plus grand nombre qm 
Jes divise. Donc le plus grand commun diviseur de plusieurs 
nombres est le produit de tous leurs facteurs premiers communs 
affectés chacun du plus petit exposant qu'il a dans ces nombres. 

Exemple. Quel est le plus grand commun diviseur de 7260 
et de 5544? On trouvera : 1« que 7260= 2». 3. 5. 11*; 2» que 
5544 = 2'. 3*. 7. 1 1 ; 3* que le plus grand commun diviseur de- 
mandé est 2\ 3. 11=132. 

Il suit immédiatement de la composition du plus grand com- 
mun diviseur de deux nombres, qu'on n'altère pas ce plus 
grande commun diviseur en divisant ou en multipliant Fun d'eux 
par im facteur qui soit premier avec Vautre^ puisqu'en opérant 
ainsi on ne saurait supprimer ni introduire de facteur premier 
commun aux deux nombres proposés (85). Donc, lorsque l'on 
cherchera le plus grand commun diviseur de deux nombres par 
la méthode du n° 76, on pourra supprimer dans les restes suc- 
cessifs les facteurs que Ton y apercevra, pourvu qu'ils soient 
premiers avec le reste précédent, ce qui simplifiera les calculs. 

On pourra encore diminuer le nombre des divisions succes- 
sives en faisant en sorte que chaque reste soit moindre que la 
moitié du précédent. Il suffira pour cela de forcer Vunité (50) 
sur le quotient, lorsque le reste surpassera la moitié du divi- 
seur; car alors la différence entre le dividende et le produit du 
diviseur par le nouveau quotient, étant celle môme qui existe 
entre le divisetir et le reste qu'on avait trouvé, sera moindre 
que la moitiéBu diviseur. Ainsi, dans l'exemple dun* 75, nous 
vivons vu que la division de 56 par 21 donnait 2 pour quotient 
^ et 14 pour reste, de sorte que 56secomposede2fois21,p/u^l4. 
Gomme }4 surpasse la moitié de 21, nous écrirons 3 au quo- 
tient, et la différence entre le dividende 56 et le produit du 
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diviseur 21 par le quotient 3 sera 3 fois moins 2 fois 21 
moins 14, c'est-à-dire 21— 14 = 7. Ce nombre 7 sera donc le 
diviseur de la division suivante; et comme elle réussit, 7 est 
le plus grand commun diviseur de 56 et de 21 . 

Exemple. Trouver le plus grand commun diviseur entre 

38449 et 24431 : 



1—2 


21 


17 


24431 


1157 


67 


1291 


487 




134 


18 




67 







38449 

14018 

10413 

1157 

Le reste 14018 de la première dWsion surpassant la moitié 
du diviseur, on a forcé Tunité sur le quotient, ce qui a donné 
10413 pour reste de cette première division; on a divisé ce 
nombre par 9, ce qui est permis, puisque 9 est premier Savec 
le diviseur 24431, et on a pris 1157 pour le second diviseur; 
de même on a divisé le reste 134 par 2, qui est premier avec 
1157, Quant au troisième reste 18, il est évidemment premier 
avec le diviseur 67, puisque ni l'un ni l'autre de ses facteurs 
premiers 2 et 3 ne divise ce nombre : donc les deux nombres 
proposés sont premiers entre eux (77). 

^93. Les deux problèmes que nous avons résolus aux n°' 88 
t 80 sont d'une grande importance , et le premier va nous 
fournir le moyen' de trouver le plus petit nombre divisible à la 
fois par plusieurs nombres donnés^ question dont nous verrons 
biaitôt une application (i08). 

Nous avons vu que, pour qu'un nombre soit divisible par un 
autre, il faut qu'il contienne tous les facteurs premiers de cet 
autre, et chacun autant de fois au moins que celui-ci les con- 
tient lui-même (87) : d'après cela , pour déterminer le plus petit 
nombre divisible par plusieurs nombres donnés y on décomposera 
chacun de ces nombres en ses facteurs premiers, et Von formera 
le produit de tou^ les facteurs premiers différents ainsi obtenus ^ ' 

6 
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en donnant à chacun d'eux le plus grand exposant dont il est af- 
fecté dans les nombres proposés. 

Ainsi , pour trouver le plus petit nombre divisible à la fois 
par 90, 126 et 540, on verra d'abord (88) que 90=2.3*. 5, que 
126 = 2.3*. 7, et que 540=2". 3*. 5. Par conséquent, le plus 
petit nombre divisible à la fois par 90, 126 et 540, est 

2*. 3*. 5. 7 = 3780. 

On résout encore ce même problème par une autre mé- 
thode qui est plus commode lorsque Tun des nombres pro- 
posés a pour facteur premier un nombre considérable et que 
l'on n'a pas de Tables des nombres premiers. Considérons d'abord 
le cas de deux nombres seqlemcnt, et proposons-nous de trou- 
ver le plus petit nombre divisible à la fois par deux nombres 
donnés À et B. 

Il est clair qu'en vertu du principe du n» 87 le nombre de- 
mandé doit renfermer tous les facteurs premiers de A et de B, 
et chacun d'eux à une puissance marquée par le plus grand 
exposant qu'il a dans ces nombres. On obtiendra donc le plus 
petit multiple de A et B en multipliant l'un deux, A par 
exemple, par le produit de tous les facteurs premiers de B qui 
ne se trouvent pas dans A *. En conséquence, on cherchera le 
plus grand commun diviseur de k et B; on divisera B par ce plus 
grand commun diviseur, et, en multipliant A par le quotietU B* de 
cette division, on obtiendra un produit A. B' qui résoudra le pro^ 
blême; car B' est le produit de tous les facteurs premiers de B 
qui ne se trouvent pas dans A (92). 

En raisonnant de la même manière, on prouvera facilement 
que pour trouver le plu>s petit multiple des trois nombres A, B, G, 
il faut chercher le plus grand commun diviseur de k.B' et G, divi- 
ser G par ce pUis grand commun diviseur y et multiplier A. B' par 
le quotient G' de cette division » et ainsi de suite. 



^ Si par exemple A = 2^3.5 et B = 2^3^7, il faudrait mul&plier À par 
3-7. 
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Exemple. Quel esl le plus petit nombre divisible par 1220, 
555, 6771 et 83509 î On trouvera: l«»que le plus grand commun 
diviseur de 1220 et de 555 est 5, que %= 111, et qu'ainsi le 
plus petit multiple de 1220 et de 555 est 1220. 111 = 135420; 
2» que le plus grand commun diviseur de 135420 et de 6771 
est 6771 lui-même, et qu'ainsi 135420 est le plus petit multiple 
des nombres 1220, 555 et 6771; 3^ que le plus grand commun 
diviseur de 135420 et de 83509 est 2257, que 4^^=37, et 
qu'ainsi le nombre demandé est 135420. 37 = 5010540 *. 



* On pourra faire ce calcul bien plus simplement, en observant que l'on 
peut obtenir le plus grand commun diviseur entre un nombre D et un produit 
de plusieurs facteurs A, B, G, sans effectuer ce produit ; mais quMl suffira, 
en vertu du principe du n" 03, de chercber le plus grand commua diviseur F 
entre le 1*' facteur A et le nombre D; celui F' entre le 2* facteur B et le quo- 
tient D' de la division de D par F; celui F'' entre le 3* facteur G et lé quotient 
D' de la division de D' par F', et de multiplier entre eux ces trois plus grands 
communs diviseurs F, F', F*. En conséquence^ aprè^ avoir " trouvé que 
1220.111 est le plus petit multiple des nombres 1220 et 555, je cbercbe le 
plus grand commun diviseur entre 6771 et 111 ; il est 111 ; puis celui qui 
existe entre ^^=61 et 1220; et comme je trouve pour résultat 61, j'en 
conclus que 6771 est lui-même le plus grand commun diviseur entre 6771 et 
1220.111 ; de sorte que 1220.111 est le plus petit multiple des trois nombres 
1220) 555 et 6771. On verra de même que le plus grand commun diviseur 
entre 83509 et 111 est 37, que celui entre ^^P = 2257 et 1220 est 61 , de 
sorte que le plus grand commun diviseur entre 83509 et 1220.111 est 37. 61. 
Le quotient de 83509 divisé par 37.61 est 37 , et par conséquent le plus p3tit 
multiple des nombres 1220, 555, 6771 et 83509 est 1220.111.37=5010640. 



CHAPITRE IV. 

FRACTIONS ORDINAIRES. 




S I. PRINCIPES GÉNÉRAUX. 

4. Nous avons vu que, quand la division laisse un reste, le 
dividende est égal au produit du diviseur multiplié par le quo- 
tient qu'on a trouvé, plus ce reste (46) : ce quotient n'est donc 
pas le second facteur du dividende ; il en diffère, comme on voit, 
d'une quantité qui, multipliée parle diviseur, doit reproduire 
le reste, c'est-à-dire du quotient de la division de ce dernier 
reste par le diviseur. Ainsi, si Ton avait eu à diviser 19 par 8, 
on aurait trouvé pour quotient 2 et pour reste 3, de sorte que 
le véritable quotient eût élé 2+f . Or, 3 étant plus petit que 8, 
comment se former une idée précise du quotient de 3 divisé 
par 8? Pour cela, on conçoit l'unité partagée en autant de 
parties égales qu'il y a d'unités dans le diviseur, c'est-à-dire 
en 8 dans notre exemple; chacune de ces parties, qui exprime 
le quotient de 1 par 8, est un huitième de l'unité, et nous avons 
une idée parfaitement nette de la grandeur de cette quantité; 
mais le quotient de 3 unités divisées par 8 est évidemment 
3 fois plus grand que celui d'une unité divisée par 8 : donc il 
vaut trois huitièmes de l'unité. Sous ce point de vue , la quan- 
tité I n'offre plus rien d*obscur, et le quotient de 19 par 8 se 
compose de deux unités et de trois huitièmes d'unité. 

* Ainsi, comme l'a dit Lacroix dans son excellent Traité 
d'Arithmétique^ lorsque la division laisse un reste, le quotient 
se compose de deux parties : Tune est formée d'unités en- 
tières, tandis que l'autre ne peut s'obtenir qu'après qu'on a 
réellement effectué le partage des unités concrètes ou maté 
rielles du reste dans le nombre de parties marquées par le divi- 
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seur. Jusque-là on ne fait que l'indiquer , en disant qixHl faut 
concevoir Vunité du dividende partagée en autant de parties égales 
qu'il y a d'imités dans le diviseury et prendre autant de ces par- 
ties qu'U y a d^unités dans le reste^ pour compléter lé quolieîit 
cherché, 9 

08. Cette quantité que Ton ajoute au quotient trouvé pour en 
compléter la valeur, se nomme une fraction. On dit donc qu'une 
fraction est une partie de Vunitéj ou la réunion de plusieurs par- 
lies égales de Vunité, On emploie, pour l'exprimer, deux nom- 
bres que l'on sépare par un trait horizontal ; le nombre infé- 
rieur se nomme dénominateur j il indique en combien de parties 
égales Vunité est partagée; l'autre se nomme numérateur ^ et indi- 
que de combien départies de Vunité la fraction se compose. 

Le numérateur et le dénominateur se nomment conjointe- 
ment les deux fermes de la fraction. 

^^96. Pour énoncer une fraction ^ on énonce d'abord le numéra- 
teur ^ puis le dénominateur ^ en ajoutant après celui-ci la tei^minai- 
son ième. Il y a exception pour les fractions dont le dénominateur 
est 2y 3 ou k : alors, au lieu d'énoncer le dénominateur, on pro- 
nonce demi^ tiers ou quart. ^ 

Ainsi f et I s'énoncent respectivement trois septièmes et trois 
quarts. 



"-V 



,^97, De la définition x[ue nous avons donnée des fractions 
(05) découlent immédiatement les quatre principes suivants : 
10 Pour multiplier une fraction par un nombre entier, multipliez 
son numérateur par ce nombre, en conservant le dénominateur. 

En effet, en multipliant le numérateur de la fraction propo- 
sée par 3, par exemple, on rend ce numérateur trois fois plus 
grand ; or le numérateur indique de combien de parties de 
l'unité la fraction se compose : donc un numérateur trois fois 
plus grand indiquera que la fraction se compose de 3 fois plus 
de parties. Mais, comme on a conservé le dénominateur, ces 
parties sont restées les mêmes : donc la nouvelle fraction étant 
composée de 3 fois plus de parties que la première et des 



/i 
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mêmes parties, est trois fois plus grande ; donc la fraction 

proposée a bien été multipliée par 3 (23). 
On verra, d'après cela, qne ik>-^'=^=^' 
2» On prouverait de la môme manière que, pour diviser une 

fraction par un nombre entier ^ H suffit de diviser le numérateur 

parce nombrcy en conservant le dénominateur *. 

Ainsii|:3 = A|^=A- 

3» Pour multiplier une fraction par un nombre entier ^ on peut 

encore diviser son dénominateur par ce nombre^ en conservant le 

numérateur. 

En effet, en divisant le dénominateur de la fraction proposée 
par 3, par exemple , on le rend trois fois plus petit ; mais le 
dénominateur indique en combien de parties égales l'unité est 
partagée : donc un dénominateur 3 fois plus petit indique que 
l'unité est partagée en trois fois moins de parties , et que par 
conséquent ces parties sont trois fois plus grandes. Or on con- 
serve le même numérateur : donc la nouvelle fraction est tou- 
jours composée du même nombre de parties que la première; 
mais ces parties sont trois fois plus grandes : donc elle est trois 
fois plust grande ; donc la fraction proposée a bien été multi- 
pliée par 3. 

Cfti verra, d'après cela, que ^ X 3 = 5^?^ =^. 

Il suit du principe que nous venons d'établir, qu'en suppri- 
marà le dénominateur d'une fraction, on la multiplie par ce nombre. 

Ainsi 5 est 9 fois plus grand que |. 

k* On démontrerait de la même manière que, pour diviser 
'V/n>e fraction par un nombre entier, on peut encore multiplier son 
dénominateur par ce nombre, en conservant le numérateur. 

Ainsi ^: 3=^-=^. 



--^ Cette démonstration supposa que pour diviser un nombre quelconqite par 
un nombre entier, il suffit de le rendre ce même nombre de fois plus petit ; 
mais cela résulte de la définition même de la division (4:4) ; car le dividende 
étant le produit du quotient par le diviseur, est autant de fois plus grand que 
le quotient qu'il y a d'unités dans le diviseur : donc, réciproquement, le quo- 
tient est autant de fois plus petit que le dividende que le diviseur conti 
d'unités. 



■■ 
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98. La multiplication de la fraction ^ par 3 nous a conduit 
à deux résultats, fî et •^, remarquables en ce que le numéra- 
teur de chacune de ces expressions surpasse le dénominateur. 
Or, puisque le dénominateur indique en combien de parties 
égales Tunité est partagée, il faut, pour former une unité^ 
prendre autant de ces parties qu'il est marqué par le dénomi- 
nateur : donc, si le numérateur d'une fraction contient deux, 
trois, quatre, etc., fois le dénominateur, cette fraction contien- 
dra deux, trois, quatre, etc., unités, et, en général, elle en 
^renfermera autant que le dénominateur sera coQtenu de fois 
dans le numérateur : d'où il suit que, pour extraire les umiés 
entières contermes dans une expression fractionnairey il faut effec^ 
tuer la division du numérateur par lé dénominateur (94). 

On verra ainsi que fj = 2^, et que -^ = 2|. 




. On tire des principes établis au n* 97 les conséquences 
suivantes : 1" On ne change pas la valeur d*\me fraction en muU 
tipliant ses deux termes par un mêms nombre. En effet, en mul- 
tipliant le numérateur d'une fraction par un certain nombre, 
on la rend ce nombre de fois plus grande.*La même opéra- 
tion effectuée sur le dénominateur rend la fraction ce même 
nombre de fois plus petite ; mais c'est après avoir rendu la 
fraction proposée un certain nombre de fois plus grande, qfii'on 
la rend le môme nombre de fois plus petite; donc elle n'a pas 
changé de valeur. 

2* On prouverait de la même manière qu'en divisant les deux 
termes d'une fraction par un même nombre, on ne change pas sa 

■r 

valeur. 

Jt^-460. Ici se présente naturellement cette question : Altère-^ 
t-on la valeur d'une fraction en augmentant où en diminuant ses 
deux termes d'un même nombre? 

Puisque, pour former une unité, il faut prendre autant de 
parties que Ton en conçoit dans cette unité , on voit que la 
différence d'une fraction i unité est une seconde fraction qui 
a le même dénominateur que la première, et qui a pour nu- 
mérateur la différence des deux termes de cette première ; 
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ainsi la différence entre ^ et Tunité est ^^ = -f^. Si donc on 
ajoute un même nombre aux deux termes de la fraction pro- 
posée , la différence entre l'unité et la nouvelle fraction aura 
le même numérateur que la première différence ; mais elle 
aura un dénominateur plus grand : donc la fraction qu'on ob- 
tient en augmentant d'un même nombre les deux termes 
d'une fraction donnée , diffère moins de l'unité que celle-ci, 
donc elle est plus grande ; donc on augmente une fraction en 
augmentant ses deux termes d!un même nombre. 

Il suit évidemment de là qu'on diminue une fraction en dimi- 
nuant ses deux termes d'un même nombre. >• 

En raisonnant comme tout à l'heure, on verrait qu'on dimi- 
nue ou qu^on augmente une expression fractionnaire plus grande 
que Vunilè, en augmentant ou en diminuant ses deux termes d'un 
mime nombre. 

iOi. Il suit du premier des deux principes du n* 99 que les 
fractions |, -Jfe, |?, -^, etc., sont toutes équivalentes à \ ; car 
elles proviennent de la multiplication des deux termes de celle-ci 
respectivement par 2, 5, 27, 437; mais, de toutes ces fractions, 
J est celle dont on apprécie le plus facilement la grandeur. 

Cet avantage, joint à celui d'opérer sur des nombres plus 
petits, a fait sentir l'utilité de réduire une fraction à sa plus 
simple expression^ c*est-à-dire de trouver une fraction équivalente 
à la fraction proposée, et dont les deux termes soient les plus petits 
nombres possibles. On y parvient en divisant les deux termss de 
la fraction par leur plus grand commun diviseur. 

* 102. Pour justifier cette règle, il faut démontrer que, lors- 

que les deux termes d'une fraction sont premiers entre eux. elle est 

^ a 
irréductible. Soient t une fraction dont les deux termes sont 

a' 
premiers entre eux, et jr une autre fraction équivalente à 



a a 



celle-ci , de sorte que l'on ait ? = r>. 

b 

Si l'on multiplie ces deux fractions par le dénominateur V de 
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la seconde, les produits ^(97, l») et a! (97, 3«) seront égaux. 

Mais le second est un nombre entier : donc le premier doit en 
être aussi un ; donc il faut que le produit a.V soit divisible par b. 
Or h est premier avec le facteur a : donc il divise l'autre fac- 
teur V (80) ; donc V est un certain multiple de h ; donc o! est le 

même multiple de a, sans quoi la fraction ^ ne serait pas 
égale à la fraction -r (99, 1*»). Ainsi les deux termes de toute 

frcction équivalente à la fraction j-, dont le numérateur et le dé-- 

nominateur sont premiers entre eux y sont des équimuîtipks des 
deux termes de celle-ci. Donc toute fraction équivalente à une 
fraction dont le numérateur et le dénominateur sont premiers 
entre eux, est exprimée en termes moins simples que celle-ci i 
donc cette dernière est in^éductible. 

*103. Deu^ fractions irréductibles égales sont identiques, c'est- 
à-dire que leurs numérateurs sont égaux entre eux, ainsi que 
leurs dénominateurs. 

En effet, puisque la première fraction est irréductible, ses 
deux termes sont premiers entre eux : donc la seconde ne 
pourra lui être égale qu'autant que ses deux termes seront 
des équimultiples de ceux de cette première (102) ; donc ils 
leur seront respectivement égaux, puisqu'ils doivent être aussi 
premiers entre eux. 

104. Il n'est pas toujours nécessaire, pour réduire une frac- 
tion à sa plus simple expression, de recourir au plus graâd 
commun diviseur de ses deux termes; on peu#encore y par* 
venir de la manière suivante. Si les deux termes de la fraction 
proposée sont terminés par des zéros^ supprimez-en à la droite de 
tous les deux autant qu'il y en a à la droite de celui qui en con- 
tient le moins^ puis divisez les deux termes de la fraction ré- 
sultante par 2, 5i to chose est possible; et poursuivez la même 
opération sur les deux termes de la nouvelle fraction , si vous le 
pouvez; et ainsi de suite, jusqu'à ce que vous trouviez une frac^ 
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tion dont les deux termes ne soient pas divisibles par 2; Us ne le 
seront par conséquent non plus par aucun des multiples de 2^ 
sans quoi ils le seraient encore par 2 (59). Essayez de diviser 
par 3 ou par 9 les deux termes de cette dernière fraction y et si 
cette division réussit^ divisez encore les deux termes de la fraction 
rèsultarUe par 3 ou par 9, et ainsi de suite tarU que cela sera pos- 
sible. Vous arriverez ainsi à une fraction dont les deux termes 
ne seront plus divisibles par 3 ni par aucun de ses multiples. Con- 
tinuez de diviser ainsi les deux termes de la dernière fraction 
obtenue par le nombre premier consécutif à celui qui vient de vous 
servir de diviseur^ et autant de fois par ce nombre que cela se 
pourra. Vous vou^ arrêterez lorsque vous serez parvenu à essayer 
un diviseur plus grand que la moitié du plus petit des deux termes 
de la dernière fraction obtenus; et si d'ailleurs ce plus petit terme 
ne divise pas le plus grandj la fraction dont il s'agit aura évidem- 
ment ses deux termes premiers entre eux, et sera par conséquent 
irréductible (102). 

Exemple. La fraction -^qusoo prend successivement les 
formes suivantes : 

ra6 22 5 14 02R _4fl7R 035 .187 _L7 1 

lTB7T5îï> lV0»6O> G64 5U) 130 9U> 26T8» 238» Tî* 

On a divisé successivement par 10, 9, 3, 5, 5, 11 et 17. 

*105. Si Von a une suite de fractions égales entre elles^ la 
somme des numérateurs et celle des dénominateurs forment une 
fraction égale à chacune des fractions considérées. 

Soient, en effet, plusieurs fractions supposées égales, ^, % 

a'^' p 

r^ ; soit ^ la fraction irréductible égale à l'une quelconque 

d'entre elles; elle le sera aussi à toutes les autres. Donc les 

a a' 61' 
deux termes de^hacune des fractions-, ^, tît sont des équi- 

tnultiples des deux termes de la fraction - (102); c'est-à-dire 

q ^ 

que l'on aura : 

a=m.p; a*=m'.p\ a"=m'\p; 
b=:m.q; b'=^m'.q; b"=m'\q; 
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d'où Ton tire 

ce qu'il fallait démontrer. 

8 II. ADDITION DES FRACTIONS. 

6. Pour (iddUionner plv^ieurs fractions qui ont le même 
dénominateur, faites la somme de leurs numérateurs, et donnez 
à cette somms pour dénominateur celui même des fractions pro^ 
posées. 

Ainsi : i*î+A+^+iî=*^f^-!f =2 A (9Ô)- 

Lorsque les fractions proposées n'ont pas le même 
dénominateur, on ne peut pas les additionner dans l'état où 
elles sont ; car on ne peut combiner que des quantités homo- 
gènes, et des fractions qui ont des dénominateurs différents 
expriment des collections de parties inégales de l'unité. Il 
faut donc^ pour rendre l'addition possible^ réduire les fractions 
proposées au même dénominateur, c^est-à-dire les transformer en 
d^ autres fractions équivalentes et qui aient toutes un mime déno^ 
minateur. Or il est clair qu'on atteindra ce but en multipliant 
les deux termes de chaque fraction par le produit des déno- 
minateurs de toutes les autres. En effet, les nouvelles frac- 
tions que Ton obtiendra ainsi seront respectivement équiva- 
lentes aux premières, car on aura multiplié les deux termes 
de chacune par un même nombre (99, !•); de plus, elles au- 
ront le même dénominateur, car chaque dénominateur sera 
le produit de tous les dénominateurs primitifs t38), seulement 
multipliés dans un ordre différent, ce qui n'altère pas la valeur 
du produit (37). 

Soient, par exemple, les fractions fj, ff , ^. On fera le cal- 
cul suivant : 
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* 108. Lorsque les dénominateurs des fractions que l'on se 
propose d'additionner ne sont pas tous premiers entre eux, il 
existe un dénominateur commun plus petit que celui auquel 
,on parvient par la règle précédente. Pour le trouver, on cherche 
le plus petit nombre divisible par tous les dénominateurs des 
fractions proposées (05), et c'est là le plus petit dénominateur 
commun '^. Pour réduire les fractions proposées à ce dénomi* 
nateur commun, on le divisera successivement par tous les 
dénominateurs, et on multipliera les deux termes de chaque 
fraction par le quotient correspondant. 

Reprenons l'exemple du numéro précédent. En décompo- 
sant les dénominateurs 40, 36 et 100 en leurs facteurs premiers, 
on trouve : 

40 = 2».5, 36=2>.3V 100=2*.5»; 

donc le plus petit dénominateur commun sera 

2«.3«.5'. 

On le divisera d'abord par 40 ; et comme ce nombre contient 
trois facteurs 2 et un facteur 5, le quotient ne contiendra que 
deux facteurs 3 et un facteur 5 : ainsi il sera 3'.5. On trouvera 
tie même que les quotients respectifs du plus petit dénomina- 
teur commun par 36 et 100 sont 2.5* et 2.3'. Ainsi on multi- 
pliera le numérateur de la 1" fraction par 3'.5=45, 

celui de la 2* . . . . par 2.5*=50, 
celui de la 3« .... par 2.3*= 18; 
%i l'on aura par conséquent 

124_26 4_ J_L 37.454^25-50+1 1.18 

40~36 I lOO — 2^.a3.5> 

16flft+ 1 250-H98 311 3 3ll3 i 13ia 

233X6» 3^35.5» îtuo — * 1800* 

109. Lorsque les fractions que l'on veut additionner sont 



* Ceci suppose que les fractions proposées sont réduites à leur plus simple 
expression. Ainsi le plus petit dénominateur commun auquel on peut réduira 
les fractions f, {^ et & est 12; car | = .^^, |g = ^ et -g = 1^, 
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jointes à des nombres entiers, on calcule la somme de ces 
fractions, on en extrait les unités qu'elle peut contenir (98) et 
on les retient pour les additionner avec les nombres entiers 
qui accompagnent les fractions proposées. 
Ainsi : 4^+2-^4- 5 J^=llif = 12^. • 




0. La méthode que nous avons donnée au n* 108 pour 
réduire plusieurs fractions au môme dénominateur nous a 
conduit à résoudre cette question : Convertir une fraction en 
fraction d'une espèce donnée. La solution de ce problème était 
fort simple: parce que le dénominateur que devait avoir la 
fraction demandée était un multiple de celui delà fraction pro- 
posée. Mais comment faire lorsqu'il n'en sera pas ainsi? Com- 
ment transformer, par exemple, f en trente-deuxièmes? Pour 

cela, j'observe que | =^^^ = #. Or ^^ tombe entre 26 

160 

et 27 : donc-^, c'est-à-dire |, tombe entre Het f|; donc, 
Ru-isque ces deux fractions diffèrent de 3^^, chacune d'elles sera 
la Taleur de la fraction | à moins de g^. 

Ainsi, pour convertir une fraction en fraction d'une espèce don- 
née, U suffit de la multiplier par le dénominateur que doit avoir 
la fraction demandée^ et d'extraire les unités entières centenues 
dans le produit. Le nombre entier ainsi trouvé sera le numérateur 
de la fraction cherchée, laquelle différera de la fraction proposée^ 
iune quantité moindre que Vune des parties de Vunité dont elle se 
compose. 

* 111. Il suit de là et du principe du n* 87 que,powr qu'une 
fraction soit exactement réductible en fraction d'une espèce donnée 
il faut et il suffît que son numérateur contienne tous les facteurs 
premiers de son dénominateur qui 'ne se trouvent pas dans 
celui que doit avoir la fraction demandée. Ce dénominateur 
sera donc un multiple de celui de cette fraction^ si elle est irré- 
ductible (80). 

112. Le problème que nous venons de résoudre fournit le 
moyen de trouver le quotient de la division de deux nombres à 



V 
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moins d'une unité fractionnaire donnée; car, une fraction ex- 
primant la division du numé^ateur par le dénominateur (94), 
il ne s'agit, pour obtenir ce quotient, que de coiivertir une frac- 
tion en fraction d'une espèce donnée. On verra ainsi que, pour 
avoir le quotient de 326 par 9 à moins de ^, il sufât de réduire 
la fraction ^^ en quinzièmes, ce qui donne ^= 36 ^= 36 ^ 
pour sa valeur à moins de ^. 

S III. SOUSTRACTION DES FRACTIONS. . 

i 15. Pour soustraire une fraction cTune autre y prenez la diffé- 
rence de leurs numérateurs^ si elles ont le même dénominateur, 
et donnez à cette différence pour dénominateur celui même des 
fractions proposées . 

Ainsii^ — ifir = A- 

Si les fractions dont on demande la différence n'ont pas le même 
dénominateur y on les y réduit (107 et i08), ce qui ramène au 
cgs précédent. 

114. Lorsqu'il y a des entiers joints aux fractions que Von veut 
soustraire^ on prend d'abord la différence des deux fractions^ 
puis celle des deux nombres entiers y et ensuite on ajoute ces deux 
'différences. 

Mais si la fraction à soustraire surpasse Vautre^ on ajoute à 
celle-ci une unité; ce qui revient à augmenter son numérateur 
du dénominateur commun : la soustraction est alors possible et 
comme y en opérant ainsi, on a. augmenté le reste d'une unité, il faut, 
pour lui restituer sa valeur j ajouter cette unité au nombre entier 
à soustraire. 

' Soit proposé, par exemple, de soustraire 2 |i de 6 ^ : je ré- 
duis d'abord les deux fractions U et j^ au même dénomina- 
teur, ce qui donne respectivement ^ et §^.Dans l'impossibilité 
de soustraire la première de ces deux fractions de la seconde, 
j'ajoute à celle-ci une unité qui vaut j^, ce qui fait ainsi 
68+àî=fo- J'effectue actuellement la soustraction, et il 
reste fg; mais comme j'ai augmenté le reste demandé d'une 
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unité, je retiens cette unité pour l'ajouter au nombre entier à 
soustraire, et je dis : 1 et 2 font 3 ; ôté de 6, il reste 3 : de sorte 
que la différence des deux nombres proposés est de 3 unités 

Soit encore proposé de soustraire 2 f de 4 unités. Comme il 
n'y a point de fraction dans le nombre dont on doit soustraire, 
on y ajoute une unité, qui vaut |; | ôlés de |, il reste | ; mais 
comme j'ai augmenté d'une unité le nombre dont on soustrait, 
-j'ajouterai une unité au nombre entier à soustraire, et je dirai : 
2 et 1 font 3; ôté de 4, il reste 1. Le reste demandé est donc 1 1. 

S IV. MULTIPLICATION DES FRACTIONS. 

115. Pour multiplier une fraction par un nombre entier, mul- 
tipliez son numérateur par ce nombre, en conservant le dénomi- 
nateur (07, 1®); ou bien divisez son dénominateur par le nombre 
entier, en conservant le numérateur (97, 3**). 

La seconde méthode a sur la première l'avantage de donner 
un résultat plus simple; mais aussi la première est générale, 
tandis que la seconde n'est pas toujours applicable, car le dé- 
nominateur de la fraction multiplicande peut n'être pas divi- 
sible par le multiplicateur. On préférera donc celle-ci lorsqu'on 
pourra l'appliquer, et dans le cas contraire on aura recours à 
l'autre. 

116. Pour muUiplier deux fractions l'une par l'autre, mu^tti- 
pliez les numérateurs entre éux^ et les dénominateurs aussi Pu/n " 
par Cautre. Soit proposé, par exemple, de multiplier f par f . 
D'après la définition de la multiplication, le produit est composé 
avec le multiplicande de la môme manière que le multiplica- 
teur l'est avec l'unité (23); donc, puisqu'ici le multiplicateur 
est les I de l'unité, le produit devra être les | du multipli- 
cande. Ainsi, multiplier f par |, c'est prendre les | de f .^Si 
je connaissais le huitième def , il n'y aurait qu'à multiplier^ce 
huitième pai^^è, et le problème serait résolu. Mais prendre le 
huitième d'un nombre, c'est le diviser par 8 : donc le huitième 
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de f sera -g^ (97, 4"). Par conséquent le produit demandé sera 
fr3-. Donc B X i = «ti» ce qu'il fallait démontrer. 

117. On prouverait de la même manière que ^ pour multi- 
plier un nombre entier par une fractiouy U faut le multiplier 
par le numérateur, en conservant le dénominateur, et qu'ainsi 

118. Il suit de ces trois principes que Yonpeut, dans lamulr 
tiplication des fractionsy intervertir Vordre des facteurs sans 
altérer la valeur du produit. Car cela revient à intervertir de la 
même manière l'ordre des facteurs dans les deux termes de la 
fraction-produit, ce qui n'altère pas la valeur de ces deux 
termes (37). 

Ainsi les produits |.|.J et |.§.f sont égaux, car ils le 
sont l'un et l'autre à §^g. 

Il suit de là que les principes n" 58 et 59 sont égale- 
ment vrais lorsque les quantités que l'on considère sont frac- 
, tionnaires, car ils sont une conséquence immédiate du principe 
du n* 57. 

, 119. Il pourra arriver que le multiplicande et le multipli- 
cateur, ou seulement l'un d'eux, contiennent des nombres en- 
tiers joints à des fractions. Alors on réduira chaque nombre 
entier et la fraction qui l'accompagne en une seule fraction, ce 
qui ramènera à un des cas que nous avons considérés précé- 
demment. 

Pour réduire un nombre entier et la fraction qui l'accompagne 
en une seule fraction, on multiplie ce nombre par le dénominatew* 
de la fraction, on ajoute le produit au numérateur, et l'on conserve 
le^ dénominateur. 
Soit, en effet, l'expression 4 f . J'observe qu'ici une unité 
, vaut f , et que par conséquent 4 unités valent 4 fois | ou ^^. 
Donc 4 | = fiè*+f=H^^- Mais le numérateur a été obtenu 
en multipliant le nombre entier 4 par le dénominateur 5, et en 
ajoutant le produit au numérateur 3 : donc, jSfcir réduire un 
nombre entier et la fraction qui l'accompagne en une seule 
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Traction, il faufmulli plier ce nombre entier par le dénomina- 
teur, ajouter le produit au numérateur, et conserver le déno- 
minateur. 

Exmçle. Multiplier 3 | par 5 |^. On trouvera : 

120. Si l'un des facteurs était un nombre entier et que Vautre 
fût composé d'un entier et d'une fraction , on ne réduirait pas 
celui-ci en une seule fraction : il serait plus simple de multiplier 
successivement ses deux parties par Vautre facteur, en commen- 
çant par la fraction y afin que, si le produit contenait des unités,! 
on pût les extraire et les ajouter immédiatement au produit de la 
partie entière. 

Exemple. Multiplier 4236 f par 24. Le produit de f par 24 est 
i|â= 13 1= 13^. Je retiens donc 13 unités, pour les ajouler 
au produit de 4236 par 2k , et je trouve ainsi que 

4236 fX24=: 101677 i- 

121. Nous avons vu qu'une fraction .exprime une partie ou 
la collection de plusieurs parties égales de l'unité : par consé- 
quent, si nous concevons qu'une fraction soit partagée en plu- 
sieurs parties égales, une de ces parties ou la réunion de 
[)lusieurs d'entre elles sera une fraction d'une nouvelle espèce : 
nous l'appellerons fraction de fraction. ^ 

On conçoit qu'il est possible de diviser de même ces nou- 
velles fractions en parties égales ; et en prenant une ou plusieurs 
de ces parties on formera une fraction de fraction de fraction, . 
et ainsi de suite. 

122. On peut toujours trouver une fraction ordinaire équiva- 
lente à une fraction de fraction. Il suffit pour cela de multiplier 
entre elles toutes les fractions dont il s'agit. Proposons-nous, en ^ 
effet, de trouver une fraction ordinaire équivalente aux | des 

f de |. La première chose à faire pour obtenir la valeur de 
cette quantité, c'est de prendre les ^ de f , ce qui se fera en 
multipliant | par | (23). Ainsi les | de | sont égaux à | x f • 

6 
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Il ne reste plus qu'à prendre les f de ces f de J, ce qui se fera 
en les multipliant par f . Ainsi les f des f de f sont égayx à 

g V. DIVISION DES FRACTIONS. 

.23, On divise une fraction par un nombre entier de deux 
manières: !• en multipliant le dénominateur par le nombre entier ^ 
et conservant le numérateur (97, 4*) ; 

2« En divisant le numérateur par le nombre entier ^ et conservant 
le dénominateur (97, 2»). 

Ce dernier procédé a sur le premier l'avantage de conduire 
à un résultat plus simple; mais aussi il est moins général, car 
il arrive très-souvent que le numérateur de la fraction divi- 
dende n'est pas un multiple e<act du diviseur. Ainsi on pré- 
férera la seconde méthode toutes les fois qu'on pourra l'appli- 
quer; dans le cas contraire, on aura recours à la première. 

— 124. Pour diviser une fraction par une fraction; U faut multi- 



plier la fraction dividende par la fraction diviseur renversée. 

^Soit proposé de diviser f par f . Le dividende est le produit 
du quotient par le diviseur f . Or, multiplier le quotient par f , 
c'est en prendre les f (23) : donc le di^dende f est les ^ du 
quotient; par conséquent, en le divisant par 3, on aura le 
septième de ce quôtienU Ce septième est donc -^ (97, 4*) : ainsi, 
pour avoir le quotient, il suffira de multiplier ce septième 
par 7, ce qui donnera ^. Mais cette quantité est le produit 
de f par J (liO)» et l est la fraction diviseur renversée ; donc, 
pour diviser une fraction par une fraction, il faut multiplier 
la fraction dividende par 3a fraction diviseur renversée. 

125. Si les deux termes de la fraction dividende étaient exac- 

tement divisibles par ceux de la fraction diviseur ^ on pourrait 

encore obtenir le quotient demandé en divisant les deux termss de 

la fraction dividende respectivement par les deux termes de la 

raction diviseur. 



j^aî^- 
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Ainsi ||.|^|._j. 

La démonstration est la même que la précédente; seulement 
les division et multiplication partielles s'exécutent d'après les 
régies du n« 07, 2*» et 3«. 

126. On (jlémontrerait absolument de la même manière- 
que, pour diviser un nombre entier par une fraction, il faut mul- 
tiplier ce nombre entier par la fraction diviseur renversée: qu'ainsi 

127. Si le dividende et le diviseur, ou seulement le diviseur^ 
contenaient des nombres entiers joints à des fractions, on con- 
vertirait chaque fraction et le nombre entier qui Vaccompagne 
en une seule fraction (iiO), ce qui ramènerait à Vun des cas 
précédents. 

Exemple : Soit proposé de diviser 14 -f par 3 |. On aura 

l4§:3f=^:^ = A?X3fe = W(99, 2o)=|f = 3^. 

Si le dividende était composé d'un nombre entier plus une 
fraction, et que le diviseur fût entier, on diviserait successive- 
ment la partie entière et la partie fractionnaire du dividende 
par le diviseur, en ayant soin d'ajouter à cette dernière^ avant 
de la diviser, le reste auquel aurait pu conduire la division de la ^ 
première. 

Exemple: Diviser 101677 ^ par 24. La division de 10167^7 par 
24 donne pour quotient 4236, et 13 pour reste; j'ajoute 13 à 
ia fraction ^, ce qui donne ^ (110); et en divisant cette frac- 
tion par 24, je trouve ^*^=5^ = f ; de sorte que le quotient 
demandé est 4236 1 (120). 

128. Les principes établis au u? B2 étant des conséquences 
de ceux démontrés aux n** 58 et 50, ont. par conséquent le 
même degré de généralité que ceux-là; donc ils s'appliquent 
aux nombres fractionnaires aussi bien qu'aux nombres en- 
vers (118). Donc, pour diviser un produit par un nombre quel- 
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conque y il svffît de diviser Vun de ses facteurs par ce nombre^ en 
conseivant les autres facteurs; et pour diviser un nombre quel- 
conque par un produit de plu>sieurs facteurs, U suffit de le diviser 
successivement par chacun de ces facteurs. On peut, au reste, le 
démontrer directement de la manière suivante : 

Supposons, par exemple, que Ton veuille diviser partie 
produit des facteurs | et | ; on aura évidemment (118 et 124} : 

» u 9 
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129. Si l'on conçoit que Ton partage l'unité en dix parties 
égales, chacune de ces parties sera un dixième de l'unité; que 
chaque dixième soit partagé en dix parties égales, l'unité le 
sera alors en cent, et par conséquent chacune de ces nouvelles 
parties sera un centième de l'unité. Si de môme on partage 
chaque centième en dix parties égales, il y en aura mille dans 
Tunilé, et par conséquent ces nouvelles parties seront des miU 
lièm^s de l'unité, et ainsi de suite. 

Ces parties de l'unité et la collection de plusieurs d'entre elles 
ont reçu le nom de fractions décimales, parce qu'elles se com- 
posent de parties de l'unité de dix en dix fois plus petites. Or 
nous avons fait cette convention qu'un chiffre placé à la droite 
d'un autre représente des unités dix fois plus petites que celles 
indiquées par cet autre (| i) : donc le chiffre que nous écri- 
rons à la droite des unités simples représentera des dixièmes; 
celui qui sera à la droite du chiffre des dixièmes représentera 
des centièmes^ et ainsi de suite : de sorte que l'on pourra repré- 
senter les diverses collections d'unités décimales que contiendra 
un nombre par les mêmes chiffres que les unités entières, en 
faisant occuper à ces chiffres des places convenables. Seulement, 
pour ne pas confondre la partie décimale avec la partie entière, 
on l'en séparera par une virgule. 

Veut-on écrire vingt^inq unités, trois dixièmes, deux centîè^ 
mes et quatre dix-millièmes, on écrira : 25,3*204. 

Comme il n'y a pas de millièmes, on a dû les remplacer par 
un zéro. 
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vingt'trois mille sept unités , quarante millions vingt-huit dix-tril- 
lionièmes, 

151. On peut encore comprendre dans un mêire énoncé la 
partie entière et la partie décimale. Ainsi pour le nombre 
25,3204, on observera que le chiffre des unités est de Tordre 
des dizaines de mille par rapport aux dix-millièmes^ et que le 
chiffre des dizaines est de l'ordre des centaines de mille par rap- 
port aux dix-millièmes; de sorte que ce nombre s'énoncera : 
deux cent cinquante-trois mille deux cent quatre dix-millièmes. 

Ainsi, pour comprendre en un seul et même énoncé la partie 
entière et la partie décimale^ on énoncera le nombrCy ahstrac- 
tien faite de la virgule^ comme s'il était entier^ et Von ajoutera 
après son dernier chiffre le nom des unités décimales que ce chif- 
fre représente (150). 

152. On déduit encore de ce qui précède, que pour écrire un 
nombre décimal sous la dictée, il faut écrire d'abord la partie 
entière, puis la partie décimale en se conformant à la règle du 
n" 12; mais il faut avoir soin de placer, entre la virgule, et le 
premier chiffre significatif décimal, autant de zéros qu'il est 
nécessaire pour que le dernier chiffre décimal soit à la même 
distance des unité/ simples que celui qui représente des unités 
entières de même dénomination que lui. S'il n'y avait point de 
partie entière, on mettrait unjséro pour en tenir lieu. 

Exemple, Écrire vingt- trois mille quarante unités, quinze 
mille deibX cent sept dix-billionièmes. On écrira d'abord les 
vingt-trois mille quarante unités : 23040. J'observe ensuite 
que les dizaines de billions se trouvent au second rang de la 
quatrième tranche, et qu'ainsi le chiffre des dix-Mllionièmes 
sera au (9 + 2)*^, c'est-à-dire au onzième rang. Mais le chiffre 
des unités est déjà écrit ; de plus, il faut cinq chiffres pour re- 
présenter quinze miUe deux cent sept : donc il faudra écrire 
11 — 6 = 5 zéros entre la virgule et le premier chiffre signi- 
ficatif décimal; donc l'expression du nombre proposé sera 

23040,0000015207. 
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On verra dt môme q!ie quatre mille six cenU^millièmes, s'écri- 
ront 0,04006. 

153. Les chiffres qui représentent des collections d'unités 
décimales, de xéme que ceux qui représentent des collections 
d'unités entières, ne tirant leur valeur que du rang qu'ils occu- 
pent par rapport au chiffre des unités simples, on ne changera 
pas la valeur (Tune fraction décimale en écrivant ou en suppri- 
mant sur sa droite un ou plusieurs zéros : car les chiffi es signi- 
ficatifs occuperont encore les mêmes places par rapport aux 
unités simples, et représenteront par conséquent toujours les 
mêmes collections des mêmes unités. . ' 

On peut dire encore : en ajoutant deux zéros, par exemple, 
à la droite d'un nombre décimal, on exprimera qu'il se com- 
pose alors do cent fois plus de parties de l'imilé ; mais aussi ces 
parties seront cent fois plus petites : donc la valeur du nombre 
décimal n'aura pas été altérée, et son expression seule aura 

changé. 

Remarquons que la transformation que l'on fait subir à u.i 
nombre décimal, en écrivan ou en supprimant des zéros sur 
sa droite, revient à celle que /on opère sur une fraction ordi- 
naire en multipliant ou en divisant ses deux termes par v.n 
môme nombre (99). ' 

154. Il suit encore du môme principe q^ii^en portant la t?tr- 
' gule de plusieurs rangs vers la droite ou vers la gauche Sun 
nombre, on muliipUe ou l'on divise ce nombre par l'unité suivie 
d'autant de zéros que la virgule a parcouru de rangs. 

Si par exemple on avance la virgule de deux rangs vers la 
droite d'un nombre, chaque chiffre aura reculé de deux 
rangs vers la gauche et représentera par conséquent des 
unités cent fois plus grandes : donc toutes les parties du 
nombre étant devenues cent fois plus grandes, le nombre lui- 
môme est devenu cent fois plus grand : donc il a été multiplié 
par cenî. 

Ainsi 12,346X100 = 1234,6. Si l'on voulait diviser 12,346 
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par 1000, il faudrait reculer la virgule de trois rangs vers la 
gauche; mais comme il n'y a que deux chiffres entiers, on 
écrira à la gauche de ce nombre deux zéros, dont l'un tiendra 
la place des unités. Ainsi Ton aura 12,346 : 1000 = 0,012346. 

8 n. ADDITION DÈS NOMBRES DÉCIMAUX. 

• 155. Puisque les unités décimales sont soumises à la môme 
loi de composition que les unités entières, Faddilion des nom- 
bres décimaux doit s'opérer d'après la même règle que celle 
des nombres entiers. Ainsi i/ faudra d'abord écrire les nombres 
à additionner les uns au-dessous des autres , de manière que les 
unités de même ordre se correspondent dans une même colonne; 
effectuer ensuite V addition ^ en faisant abstraction de lavlrguky 
diaprés la règle du n» 16, puis placer cette virgule dans lasomme^ 
de manier 2 qu'elle se trouve au-dessous de celles de tous les nom^ 
bres proposés. 

Exemple. Additionner les nombres 0,78; 9,489; 7,9; 0,0497 
HÎ 6,574. On les disposera comme il suit : 

0,78 

9,489 

7,9 

0,0497 

6,574 



Somme 24,7927 

S ni. SOUSTRACTION DES NOMBRES DÉCIMAUX. 

156. Si les deux nombres décimaux dont on demande la dif- 
férence ne renferment pas le même nombre de décimales^ écrivez 
à la droite de celui qui en contient le moins autant de zéros ^u* il 
y a de chiffres décimaux de plus dans Vautre nombre. Cela fait, 
écrivez le plus petit nombre sou^ le plus grand, de manière que 
les unités de même ordre se correspondent ; puw, faisant abstraction 
de la virgule, effectuez la soustraction d'après la règle dur^2i. 
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et placez enfin la virgule dans le reste au-dessous de celles des 
nombres proposés. 

Exemple. Soustraire 4,052 de 13,04. On écrira d'abord un 
zéro à la droite du second nombre, puisqu'il n'a que deux 
chiffres décimaux et que l'autre en contient trois, et Ton dis- 
posera les calculs comme ci-dessous : 

13,040 
4,052 

Différence 8,988 

S IV. MULTIPLICATION DES NOMBRES DÉCIMAUX. 

157. Pour multiplier deux nombres décimaux V vu par Vautre^ 
effectuez la multiplication^ abstraction faite de la virgule^ puis se- 
parez sur la droite du produit autant de chiffres décimaux qu'en 
contiennent les deux facteurs. 

Supposons, pour fixer les idées, que le multiplicande ren- 
ferme deux décimales, et le multiplicateur une. Si nous faisons 
abstraction de la virgule dans le multiplicande, nous le mul- 
tiplierons pai'"cent(l54) : le produit sera donc aussi multi- 
plié par cent (39 et 118). Si nous supprimons la virgule 
dans le multiplicateur, il sera multiplié par dix, et le produit 
sera par conséquent aussi multiplié par dix ; mais il Tétait déjà 
par cent; donc il Test actuellement par le produit de cent par 
dix (58 et 118), c'est-à-dire par mille; donc pour lui rendre 
sa valeur il faudra le diviser par mille, ce qui se fera en sépa- 
rant sur sa droite trois chiffres par une virgule (134), c'est-à- 
dire autant qu*il y avait de décimales dans les deux facteurs. 

Exemple. Veut-on multiplier 42,7 par 5,03? On fera abstrac- 
tion de la virgule, et l'on multipliera en conséquence 427 par 
503; puis on séparera trois décimales sur la droite du produit» 
ce qui donnera 214,781. 

S V. DIVISION DES NOMBRES DÉCIMAUX. 

138. Il y a trois cas à considérer dans la division des nom* 
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bres décimaux : ou le diviseur est exprimé par l'unité suivie 
de plusieurs zéros, ou le diviseur est un nombre entier quel- 
conque, ou enfin le diviseur est un nombre décimal. Exami< 
nons successivement ces trois cas. 

!• Pour diviser un nombre décimal par VunUè suivie de plu- 
sieurs zéros , reculez la virgule Sautant de rangs vers la gauche 
quHl y a de zéros à la suite de runité (154). 

159. 2* Pour diviser un nombre décimal par un nombre 
entier j on fera la division sans s'occuper de la virgule et (f après 
la règle du n" 49; seulement y quand on aura abaissé le chiffre des 
unités simples du dividende, on aura soin de placer une virgule à 
droite du chiffre correspondant du quotient. On conçoit, en effet, 
que les unités décimales étant assujetties à la même loi de 
composition que les unités entières, les raisonnements que 
nous avons faits au n« 49, quand le dividende était entier, 
s'appliqueront encore quand ce dividende sera décimal. 

On pourrait encore dire pour justifier cette règle : Si Ton 
fait abstraction de la virgule dans le dividende, on le multi- 
pliera par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il renferme de 
chiffres décimaux : le quotient sera donc aussî*multiplié par 
ce nombre, car pour qu'un produit soit multiplié par cent, 
par exemple, il faut nécessairement que, si l'un des facteurs ne 
change pas, Tautre soit multiplié par cent (59 et 118) ; on 
devra donc , pour lui rendre sa valeur, séparer sur sa droite, 
par une virgule, autant de décimales qu'il y en avait dans le 
dividende. 

Exemple. Diviser 2158,89 par 47. Le quotient est 45,93, et le 
reste est 0,18. 

140. 3* Si le diviseur est un nombre décimal, je supprime la 
virgule dans le diviseur, et je V avance dans le dividende d* autant 
de rangs sur la droite qu'U y a de décimales dans le diviseur, ce 
qui me ramène au cas précédent, et cela sans altérer la valeur du 
quotient. Supposons, en effet, qu'il y ait deux décimales dans 
le diviseur : en supprimant la virgule dans ce nombre , nous 
J'avons multiplié par centi donc le quotient a été divisé par cent. 
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car si le dividende, qui est un produit, ne change pas et que 
l'un de ses facteurs soit multiplié par cent, il faut nécessaire- 
ment que l'autre facteur soit divisé par cent (I2B). En avan- 
çant ensuite la virgule de deux rangs sur la droite du dividende 
on a multiplié ce nombre, et par conséquent le quotient, par 
cent; mais c'est après avoir divisé le quotient par cent qu'on Ta 
multiplié par cent ; donc il n'a pas changé de valeur. 

Exemples, l* Diviser 215,889 par 4,7. Je supprime la virgule 
dans le diviseur et je l'avance d'un rang sur la droite du divi- 
-dende, ce qui me conduit à diviser 2158,89 par 47. Le quotient 
•est donc 45,93. Quant au reste, celui de la division de 2158,89 
par 47 est 0,18; mais en multipliant le dividende et le divi- 
seur proposés par 10, on a multiplié le reste de leur division 
par 10; donc la vraie valeur de ce resle est û^=o,018, 

2'' Diviser 215889 par 4,7. L'application de la règle conduit 
à diviser 2158890 par 47, ce qui donne pour quolient 45933. 
Le reste est 3,9. 

141. Quand le diviseur est un nombre entier, le quotient 
est exact à moins d'une unité de Vordre dont est le dernier 
chiffre du dividende. Ainsi 45,93 exprime le quotient de la 
division de 2158,89 par 47 à moins d'un centième (ex. du 
ii« 130). En effet ce quotient est plus grand que 45,93 puisque 
la division a donné un reste; d'un autre côlé, il est plus 
petit que 45,94 : car si Ton avait écrit un 4 au lieu d'un 3 au 
quotient, la soustraction correspondante n'aurait pas pu s'ef- 
fectuer. Donc le quotient demandé est compris entre 45,93 et 
45,94 ; et comme ces deux nombres diffèrent d'un centième, il 
s'ensuit que le quotient diffère de chacun d'eux de moins d'un 
centième. 

142. Il suit de là que pour avoir le quotient de deux nombres 
à moins d'une unité décimale dun ordre donné, il faudra d'abord 
faire en sorte que le diviseur soit entier^ en appliquant la règle 
4uw 140; puis on écnra à la droite du dividenk autant de 
zéros qu'il sera nécessaire pour que le dernier chiffre de ce 
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nombre spit de Vordre décimal dont il s'agit; ou hierty on suppri- 
mera^ sur la droite de ce dividende^ tous les chiffres qui représen-- 
tent des unités décimales d'un ordre inférieur à celui-là, et Von 
effectuera ensuite la division (139). 

1*' Exemple. Calculer le quotient de 3215,47 par 42 7 à 
moins d'un millième. On supprimera d'abord la virgule dans le 
diviseur, et on Tavancera d'un rang dans le dividende, ce qui 
conduira à diviser 32154,7 par 427 ; et comme le dernier chiffre 
du dividende n'est que de l'ordre des dixièmes, et qu'on veut 
des millièmes au quotient, on écrira deux zéros à sa droite, et 
il ne s'agira plus alors que de diviser 32154,700 par 427, ce qui 
donnera pour quotient 75,303, valeur exacte à moins d'un 
millième. 

2« Exemple. Calculer le quotient de 32,1547 par 42,7 à 
moins d'un dixième. On ramènera d'abord cette division à celle 
de 321,547 par 427, puis cette dernière à celle de 321,5 par 
427, ce qui donnera 0,7 pour le quotient demandé. 

143. Les preuves de f addition, de la soustraction, de la multi-- 
plication et de la division des nombres décimaux, se font comm& 
celles des mêmes opérations sur les nombres entiers. 

Exemple. En divisant 215,889 par 4,7 on a trouvé (140) pour 
quotient 45,93, et pour reste 0,018 Comme en ajoutant 0,Oia 
au produit de 45,93 par 4,7 on retrouve le dividende 215,889^ 
on en conclut que l'opération a été bien faite. 

S VI. ÉVALUATION D'UN PRODUIT OU D'UN QUOTIENT A MOINS 
D'UNE UNITÉ DÉCIMALE D'UN ORDReIdONNÉ. — MÉTHODE 
ABRÉGÉE POUR FAIRE LA MULTIPLICATION. — MÉTHODE DE 
LA DIVISION ORDONNÉE. 

144. 11 arrive souvent que Ton a à multiplier ou à diviser 
l'une par l'autre deux quantités dont l'expression se compose 
d'uja' grand nombre de chiffres décimaux, et que cependant on 
n'a besoin de leur produit ou de leur quotient qu'à moins d'une 
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unité, ou d*un dixième, ou d'un centième, etc., de sorte qu'il 
sufflrait d'obtenir ce produit ou ce quotient dans cette limite 
d'approximation. On y parvient au moyen des méthodes que 
nous allons exposer successivement. 

145. Pour obteniry à moins d'wM unité décimale d^un ordre 
donnée le produit de deux nombres donnés, on écrit le multipli- 
cande comme à V ordinaire ; puis on met le chifffe des unités du 
multiplicateur sous le chiffre du multiplicande qui représente des 
unités cent fois plus petites que celle qui exprime le d^gré de Vap- 
proximation demandée ; on écrit ensuite les autres chiffres du mut- 
tiplicateur dans leur ordre inverse, c^est-à-dire les dizaines, centai- 
nes^y etc.fàdroiteduchiffredesunitésjesdixièmesjlescentièmes, etc,^ 
à gauche de ce même chiffre. 

On multiplie ensuite le multiplicande par chaque chiffre du 
multiplicateur; on commence seulement chaque multiplication 
partielle au chiffre du multiplicande placé au dessus du chiffre 
employé comme multiplicateur^ en négligeant tous les chiffres 
de droite. On écrit tous les produits partiels les uns au-dessous des 
autres, de manière que les premiers chiffres à droite se corres^ 
pondent, et on fait l^addition. On sépare sur la droite de la 
somme deux décimales de plus qu'il n'y en a dans la fraction 
décimale qui marque {approximation; on supprime les deux 
derniers chiffres à droite, et on augmente d'une unité le dernier 
chiffre conservé. Le résultat est le produit cherché, 

146. Supposons, par exemple, que l'on demande le produit 
de 43,5636278563 par 4,602038965, à moins d'un centième. 
Il est clair que si je puis calculer chacun des produits partiels 
à moins de 1 millième, dans le cas même où tous ces produits 
seraient erronés précisément de 1 millième et tous dans le 
même sens, l'erreur que je commettrai sera moindre que 
10 millièmes ou qu'un centième, en supposant que le nombre 
de ces produits ne surpasse pas 10. Toute la difficulté consiste 
donc à calculer chacun des produits partiels à moins de 1 mil- 
lième. 

Je ferai d'abord observer que peu importe l'ordre dans lequel 



1 
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on effectue les multiplications partielles du multiplicande par 
les différents chiffres du multiplicateur, pourvu que Ton dispose 
toujours les produits partiels les uns au-dessous des autres de 
manière que les unités de même ordre soient dans une même 
colonne. Ainsi on pourra renverser Tordre des chiffres du mul- 
tiplicateur. Si de plus on écrit le multiplicateur ainsi renversé 
sous le multiplicande, de manière que le chiffre de ses unités 
soit sous les dix-millièmes du multiplicande, il résultera de cette 
disposition un avantage remarquable : c'est que le produit de 
chaque chi^lS!|ki multiplicande par le chiffre correspondant du 
multiplicateur sera de rordredesdix-millièmes(remarquezavec 
soin que, dans le multiplicateur, les unités sont maintenant à 
droite de la virgule et les décimales à gauche) ; de sorte qu'il 
suffira de commencer la multiplication du multiplicande par 
chaque chiffre du multiplicateur au chiffre du multiplicande 
qui lui correspond, pour que le premier chiffre à droite de 
chaque produit partiel soit de l'ordre des dix-millièmes. Or les 
produits ainsi obtenus pourront bien être erronés de plusieurs 
dix-millièmes, mais ils ne le seront pas d'un millième : en effet 
la partie négligée à droite du multiplicande dans chaque mul- 
tiplication partielle est moindre que 1 dix-millième; donc, dans 
le cas le plus défavorable, celui où le chiffre du multiplicateur 
serait un 9, le produit partiel correspondant serait fautif de 
moins de 9 dix-millièmes et par conséquent de moins de 1 mil- 
lième. Donc la somme des produits partiels (supposés en nom- 
bre moindre que 10) ne sera pas fautive de 1 centième. 

147. Nous disposerons les calculs comme ci-dessous : 

Multiplicande. 43,5636278563 

Multiplicateur. , 569830,2054 

Produit par 4 174 2544 

Pn.duit par 5 21 7815 

'Produit par 2 870 

Produit par 3 12 

196,1241 
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J'ai d'abord muUiplié le multiplicande par le premier chif- 
fre 4 du multiplicateur, en commençant la multiplication sur ' 
le chiffre 6 du multiplicande, et disant : 4 fois 6 font 24 ; j'écris 4 
et je retiens 2 ; 4 fois 3, 12, et 2, 14; j'écris 4 et je retiens 1, etc. 
Passant au second chiffre 5 du multipUcateur, je dis : 5 fois 3, 
15; j'écris 5 et je retiens 1; 5 fois 6, 30, et 1, 31; j'écris 1 et 
je retiens 3, etc. On obtient ainsi le produit 196,1241, qui 
n'est pas fautif de 1 centième ; donc h- produit exact est com- 
pris entre les deux nombres 196,124». cl 196,1341; donc on 
pourra prendre pour valeur approchée 196,10 qui diffère de 
chacun d'eux, et par suite du produit exact, de moins de 1 cen- 
tième; ce qui achève de démontrer la règle que nous avons 
donnée. 

Cette méthode, remarquable par sa simplicité, a été donnée 
par Oughtred dans son ouvrage intitulé Artis anaîyticx praxis. 

148. L'illustre Fourrier a donné, pour diviser un nombre 
par un autre, une méthode qui a l'avantage de ne faire con- 
courir chaque chiffre du diviseur à la détermination du quo- 
tient que quand il est devenu nécessaire d'appeler ce chiffre 
pour qu'il n'y ait point d'incertitude sur celui qu'on va écrire 
au quotient. Voici la règle qu'il faut suivre pour effectuer celte 
division ordonnée. 

c On marquera *, dans le diviseur, quelques-uns des pre^ 
miçrs chiffres seulement, par exemple les deux premiers ou 
lés trois premiers ou les quatre premiers ; nous appelons divi- 
seur désigné celui qui est ainsi formé des chiffres qu'on a mar- 
qués. Cela étant, on divisera le dividende proposé par le divi- 
seur désigné, en effectuant celte opération selon une règle qui 
ne diffère de la règle commune (49) qu'en un seul point. Voici 
en quoi cette différence consiste : toutes les fois qu'on abaisse 



* Analyse des équations, page 188 et suivantes. 
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un chiffre du dividende à la suite du reste donné par une 
opération précédente, et qu'on forme ainsi un dividende par- 
tiel, il faut corriger ce dernier dividende, en en retranchant 
une certaine quantité; on obtient ainsi un dividende partiel cor^ 
rigé. Alors on cherche combien de fois ce dernier dividende 
contient le diviseur désigné, et Ton écrit au quotient le chiffre 
qui exprime ce nombre de fois. On multiplie donc le diviseur 
désigné par le chiffre écrit au quotient, et Ton retranche le 
produit du dividende partiel corrigé. On abaisse à la suite du 
reste un nouveau chiffre du dividende, et Ton continue Topé- 
ration suivant la même règle. 

< Pour trouver la correction qui doit être faite à un dividende 
partielt c'est-à-dire la quantité qu'on en doit retrancher, on 
écrit, sur une feuille séparée et dans l'ordre inverse, les m 
chiffres trouvés au quotient, on les présente aux m chiffres 
pris à la suite du diviseur désigné, en sorte qu'ils se corres- 
pondent chacun à chacun, puis on multiplie chaque chiffre par 
celui qui est placé au-dessous de lui, et en ajoutant les m pro- 
duits'', on connaît ce qui doit être retranché au dividende 
partiel, et on effectue la correction. 

c Toutes les fois qu'en suivant cette règle on doit abaisser 
un chiffre du dividende à la suite d'un reste donné par l'opé- 
ration précédente, on examine si ce reste surpasse ou du 
moins égale la somme des chiffres écrits au quotient^ et que 



* 11 est facile de compter la somme des produits des chiffres correspondants, 
sans qu*il soit nécessaire d'écrire ces produits partiels ; car il suffît d'ajoSter 
ensemble les seuls chiffres des unités de ces produits, en comptant de la 
droite vers la gauche : on ajoutera ensuite, en venant vers la droite, les seuls 
chiffres de ces produits qui expriment des dizaines. Ainsi, dans cet exemple 
8765X3473, 

8 7 6 5 

3 4 7 3, 

on dira: 3 fois 5, 5; 7 fois 6, 2; et 5, 7; 4 fois 7, 8; et 7, 15;^ fois 8, 24; 
et 15 39; j*écris 9, et je retiens 3; puis, 4 fois '7, 2; et 3, 5; 7 fols 6, 4; et 
5 9-'3fois5 1; et 9, 10, que j'écris à la gscuche de 9. Le résultat est 

donc 109. 
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Ton ajoute ensemble comme s'ils représentaient des unit^s^ 
Lorsque cette condition a lieu, on est assuré que le chiffre qui 
a été écrit précédemment au quotient est exact. 

< Si Ton n'a marqué, pour former le diviseur désigné, qu'un 
chiffre ou deux, ou en général un trop petit nombre de chif- 
fres, il arrivera que la condition ci-dessus n'aura pas lieu; 
c'est-à-dire que le reste d'une opération précédente sera 
moindre que la somme des chiffres déjà écrits au quotient : 
alors le dernier de ces chiffres est encore incertain, et l'on 
est averti qu'on n'a pas marqué un assez grand nombre de 
chiffres pour former le diviseur désigné. Dans ce cas on conti- 
nuera d'abord d'appliquer la règle précédente, en abaissant 
un chifTre du dividende et en effectuant la correction prescrite. 
Si elle ne pouvait être faite, on en conclurait que le chiffre 
écrit au quotient est trop fort : il faudrait donc le diminuer 
d'une unité. » Mais si la correction peut être faite, le chiffre écrit 
au quotient peut encore être trop grand ; alors < on abaissera 
un nouveau chiffre du dividende à la droite du dividende par- 
tiel qui a donné ce chiffre incertain, ce qui donnera un nou- 
veau dividende partiel. En même temps on marquera un 
chiffre de plus à la suite du diviseur désigné, ce qui donnera 
un nouveau diviseur désigné. On procédera, selon la règle 
énoncée, à la correction du nouveau dividende partiel; c'est- 
à-dire que l'on comparera les n chiffres déjà écrits au quo- 
tient à un pareil nombre n de chiffres pris à la suite du nou- 
veau diviseur désigné. Ayant formé par cette correction le 
nouveau dividende partiel corrigé, 'on continuera l'applica- 
tion de la présente règle en faisant usage du nouveau diviseur 
désigné. > 
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PREMIER EXEMPLE. 
Premier dividende partiel, 1234; diviseur désigné, 234. 

2345678987 



52631589 
7 



123456789873647 

l*' reste 64 645 (64 > 5; le chiffre 5 est bon) . 

25 = 5.5 
2* divid. part. cor. .620 

2* reste. ... 152 1526 (152 > 5 + 2= 7; le chiffre 2 est bon). 

40=6.5 + 5.2 
3* divid. part. cor.. 1486 

3- reste 82 827 (82 > 7 + 6 = 13 : le chiffre 6 est bon). 

77=7.5 + 6.2 + 5.6 
4* divid. part, cor 750 

4« reste 48 488 (48 > 13 + 3 = 16; le chiffre 3 est bon), 

105=8.5 + 7.2 + 6.6 + 5.3 
5* divid. part, cor 383 

5« reste 149 1499 (149> 16 + 1=17; le chiffre l est bon). 

126 = 9.5+8.2 + 7.6 + 6.3 + 5.1 
6* divid. part, cor 1373 

6« reste 203 2038 (203 > 17 + 5=22; le chiffre 5 est bon). 

NT 

158= 8 5 + 9.2 +8.6 + 73 + 6.1 + 5.5 
7* divid. part, cor 1880 

V reste 8 81 (8 < 22 + 8= 30; le chiffre 8 est incertain) . 

206= 5.8 + 6.5 + 7.1 + 8.3 + 9.6 + 8.2 + 7.5 
(la correction ne peut s'effectuer, le chlffie 8 
est trop fort, et on a écrit 7 au lieu de 8 au 
quotient). 

8« reste 24Î 2427 (242 > 22+ 7 35=29; le chifee 7 estbon). 

201=7.6+^.2 + 9.6 + 8.3 + 7 8+6.5 + 6.7 
8* divid. part, cor 2226 

9* reste 120 120 (120 > 39 +9=: 38; le chiffre 9 est bon). 

149. Démontrons maintenant la règle dont nous venons de 
donner un exemple. 
D'abord il est clair que, de même qu'on est stir ae ne pas 
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trouver un chiffre trop faible en divisant par le premier 
chiffre à gauche du diviseur le nombre d'unités de même 
ordre que renferme le dividende partiel, on aura la même cer- 
titude en divisant par le diviseur désigné la partie qui lui cor- 
respond dans le premier dividende partiel. Ainsi le chiffre 5 
n'est pas trop petit. Le reste correspondant est 64, et à sa 
droite j'abaisse le chiffre 5 qui vient immédiatement après le 
1** dividende partiel, ce qui donne 645. Mais ce nombre est 
plus grand que le 2* dividende partiel qui doit correspondre 
au diviseur désigné; car au lieu de retrancher du véritable 
premier dividende partiel 12345678987 le nombre total des 
unités du 7* ordre que renferme le produit du diviseur tout 
entier par 5^ je n'ai soustrait que 234.5 = 1170 unités du 
8* ordre; donc il faut encore 6(er du reste toutes celles du 
T ordre contenues dans 5678987.5 : or ce produit en fournit 
au inoins b.b; donc je diminuerai 645 de 25 = 5.5, et j'aurai, 
conformément à la règle, pour le 2* dividende partiel corrigé, 
620 * qui, divisé par 234, donne le quotient 2, lequel ne saurait 
être trop petit, et le reste 152. J'abaisse à la droite de ce reste 
le chiffre suivant 6 du dividende, ce qui donne 1526. Ce nombre 
est plus grand que le S"" dividende partiel correspondant au 
diviseur désigné; car pour obtenir celui-ci j'aurais dû retran- 
cher du véritable 2* dividende partiel 123456789873 le nombre 
total des unités du 7* ordre que renferme le produit de tout le 
diviseur par 52, lequel est, d'après la méthode d*Oughtred (148), 
abstraction faite des unités du V ordre qui auraient reflué des 
produits d'ordre inférieur, 23456.5 -f 2345.2 = 23450.5 -f 6.5 
+ 2340.2 + 5.2; tandis que je me suis contenté de retrancher 
de 12345678987, !• le nombre des unités du 8« ordre obtenu 
en mullipliarU 2345 par 5, 2* le produit 234.2, ce qui revient 
à avoir soustrait 23450.5 + 2340.2 unités du 7* ordre de 
123456789873; donc je dois encore diminuer le reste 1526 de 
6.5 + 5.2, ce qui me donnera, conformément à la règle, 

i486** pour 3« dividende partiel corrigé. En le divisant par 

- 

* Remarquons que 620 est l'excès de 12345 sur 2345.5. 

** Remarquons que 1486 est Texcès de 123456 sur 23456.5+2345.2. 
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234, je trouve pour quotient 6, qui no peut ôlre trop pelil, et 
pour reste 82, à la droite duquel j'abaisse le chilTi e suivant 7 
du dividende, ce qui fait 827. En répétant sur ce nombre les 
raisonnements qui précèdent, on verra qu'il faut le diminuer 
de l'excès de 234567.5+23456.2 + 2345.6 = 234560.5+7.5 
+ 23450. 2 + 6. 2 + 2340. 6 + 5.6 sur 234560.5 + 23450.2 
+2340,6, c'est-à-dire de 7.5+6.2 + 5.6, ce qui s'accorde 
avec la règle. 

Maintenant^ comment vérifier que les chiffres successifs 5,2, 
6, 3,... obtenus au quotient, ne sont pas trop grands? Suppo- 
sons, pour fixer les idées, que Ton veuille vérifier le chifire 3, 
et que Ton ait formé le dividende partiel corrigé 383, qui doit 
donner le chiffre suivant du quotient. J'observe que, dans 
le calcul des quantités que j'ai soustraites du véritable divi- 
dende partiel 12345678987364 correspondant au chiffre 3, je 
n'ai pas tenu compte des reports faits sur les produits d'un 
ordre inférieur au 7* ; car, en effectuant le produit du diviseur 
par le quotient trouvé 5263, de manière à ne calculer que les 
produits du 7* ordre, nous avons disposé nos facteurs comme 
on le voit ci-dessous : 

2345678987 
3625* 

et nous n'avons commencé la multiplication du multiplicande 
par chaque chiffre du multiplicateur qu'au chiffre du multi- 
plicande qui lui correspond; on a donc négligé ainsi 

987.5 unités du k* ordre; 
8987.2. .... 3*; 

78987.6 2«; 

^ 678987.3 1*. 

Or il est clair que la somme de tous ces produits est moindre 
que 10 unités du 6» ordre multipliées par (5+2 + 6 + 3), 



* Le chiffre 5 est le 4* à gauche dans le quotient troufi. 
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c*est-à dire que (54* 2 -f 6 +3) unités du 7* ; donc, si cette 
dernière somme peut se retrancher du dividende partiel cor- 
rigé 383, le chiffre 3 ne sera pas trop grand, puisque le produit 
du diviseur par le quotient trouvé pourra, à plus forte raison, 
se retrancher du véritable dividende partiel 12345678987364, 
donc le chiffre 3 ne sera pas trop grand si (5-|-2-|-6 + 3) 
+ (8.5+7.2+6'6 + S*3)> quantité évidemment moindre que 
10. (54-2+ 6 -f- 3), ne surpasse pas 488; ce qui aura néces- 
sairement lieu si la somme (5 4- 2 -|- 6 +3) des chiffres trouvés 
au quotient peut se retrancher du reste 48 correspondant au der^ 
nier de ces chiff'res. Mais si ce reste est moindre que cette 
somme, le chiffre 3 pourra être trop grand. On abaissera donc 
à la droite de ce reste le chiffre suivant du dividende, et on 
effectuera la correction prescrite. Si elle ne peut se faire, on 
en conclura que le chiffre est trop grand, et ou le diminuera 
d'une unité. Mais ^ la correction est possibky le chiff're pourra 
encore être trop grande car on conçoit que la somme des r^om 
pourrait très- bien ne pas pouvoir se retrancher de 383. On 
abaissera alors un nouveau chiffre du dividende à la droite du 
dividende partiel corrigé qui a donné ce chiff're incertain^ et on 
marquera en même temps un chiffre déplus à la droite du diviseur 
désigné^ pour continuer Vapplication de la méthode. Si la même 
incertitude se présentait encore, on abaisserait un nouveau 
chiffre à la droite du dernier dividende partiel corrigé, et 
on marquerait un chiffre de plus à la droite du diviseur 
désigné. 
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DEUXIÈME EXEMPLE. 

Premier dividende partiel, 22; diviseur désigné, 9. 

— * ' * * 9346572 
2276792028210014 

47 243695 

^=3.2 5 

"V divid. part, cor 41 

• 56 (5 <2 +4= 6; le chiffre 4 est incertain) 
20=4.2 + 3.4 (la correction est possible; 4 est en- 
core incertain. On revient au dividende 
416 partiel 41 , à la droite duquel on abaisse 
8=4.2 le chiffre suivant 6 du dividende, et 

2' divid. part. cor.... 408 on prend 93 pour nouveau diviseur (W- 

. signq. 

367 (36 > 2+4=6; le chiffre 4 est bon)» 

28=6.2 + 4.4 

3* divid. part. cor. . . . 339 

609 (60> 6+3=9; le chiffre 3 est bon). 
_46=5.2 +6.4 + 4.3 
4* divid. part. cor. . • . 563 

52 (5 < 9 + 6 = 15 ; le chiffre 6 est incertain). 
76=7.2 + 5.4+6.3 + 4.6 (la correction ne peut 
s'effectuer, le chiffre 6 est trop grand, et on 
a écrit 5 au lieu de 6 au quotient). 
982 (98>9 + 5=14; le chiffre 5 est bon). 
72 = 7.2+5.4 + 6.3 + 4.5 
^* divid. part, cor ... , 910 

730 (73 > 14 + 9 =23; le chiffre 9 est bon). 
113 = 2.2 + 7.4 + 5.3 + 6.5 + 4.9. 
^« divid. part. cor.... 617 ., 

Enfin veut-on le reste delà division correspondant au chiffre 
9 du quotient : on observera que la partie du dividende qui a 
donné les 5 chiffres du quotient est 22767920282 1, qu'on en a 
retranché toutes les unités du 5* ordre que renferme le prQr 
duit du diviseur par le quotient, abstraction faife des re- 
ports provenant des produits d'un ordre inférieur au 5% ce 
qui adonné pour reste 617 unités du 5* ordre, plus 2821 du 
l*', c'est-à-dire 6172821. Il ne 8*agit donc plus que de 
soustraire de ce nombre la somme des quantités négli- 
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gées dans le produit du diviseur par le quotient, laquelle 

est 117348. 

9346572 

95342 

Produit de 6572 par 9 59148 

572 par 5 2860 

72 par 3 216 

2 par 4 8 

117348 

la différence 6172821 — 117348=6055473 est le reste de la 
division. 

iSO. m Le procédé de la division ordonnée, » tel qu'il est dé- 
crit au n* 148, fait connaître avec certitude les chiffres exacts 
du quotient, et l'on n'a à employer de nouveaux chiffres que lors- 
qu'il est nécessaire de les introduire pour trouver de nouvelles 
parties du quotient. Celte règle a l'avantage de prévenir tous 
les calculs superflus, et surtout de pouvoir être prolongée au- 
tant qu'il est nécessaire jusqu'à ce que l'on ait trouvé le nom- 
bre des chiffres exacts que l'on veut obtenir. On doit en faire 
usage toutes les fois que, le diviseur contenant un grand nom- 
bre de chiffres, il s'agit de déterminer seulement quelques- 
uns des premiers chiffres du quotient". > 

151. La méthode que nous venons d'exposer peut servir 

* évidemment à trouver le quotient de deux nombres entiers à 

• moirjf d'une unité décimale d'un ordre donné. Rien n'est, en 
etiet, plus facile que de déterminer à priori le nombre des 
chiffres entiers du quotient ; après les avoir trouvés, on placera 
la virgule, et Ton cherchera les chiffres de la partie décimale, 
en s'arrètant quand on sera assuré de l'exactitude du chiffre 
de Tordre de l'unité d'approximation donnée. 

Cette méthode s'applique également à la délermination du 
quotient de deux nombres décimaux quelconques. Ainsi, 

* Analyse des équations^ page 190. 
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§i l'on demandait à moins d'un millième le quotient de 
22767,92028210014 par 934,6572, on dirait: le dividende est 
plus grand que 10 fois lé diviseur , et plus petit que 100 fois le 
diviseur; donc la partie entière du quotient a 2 chifTres. Or 
nous devrons nous arrêter au 3* chiffre décimal qui est de 
Tordre des millièmes; nous nous bornerons donc à calculer 
5 chiffres exacts du quotient des deux nombres donnés, abs- 
traction faite des virgules. Le quotient 24,359 sera exact à 
moins d'un millième. 

152. Nous reviendrons à la fin de cet ouvrage sur les ques- 
tions d'approximation et sur l'évaluation des erreurs relatives 
correspondantes des données et du résultat. 



CHAPITRE VI. 

• 
• 

CONVERSION DES FRACTIONS ORDINAIRES 
EN FRACTIONS DÉCIMALES. 



183. Il y a deux cas à considérer dans la conversion des 
fractions ordinaires en fractions décimales : ou le dénominateur 
est exprimé par V unité suivie d'un ou de plusieurs zéros ^ ou te dé- 
nominateêr est un nombre quelconque. 

1* Supposons que le dénominateur soit formé de l'unité 
suivie d'un ou de plusieurs zéros. J'observe que toute fraction 
pouvant être considérée comme exprimant la division de son 
numérateur par son dénominateur (94), nous obtiendrons la 
valeur décimale de cette fraction en divisant son numérateur 
par son dénominateur, ce qui se fera en écrivant le numérateur y 
et en séparant sur sa droite^ par une virgule, autant de décimales 
qu*il y avait de zéros dam le dénominateur (134). On parvien- 
drait au même résultat en écrivant la fraction proposée d'apiès 
la règle du n* 132. 

154. 2* Considérons le cas où le dénominateur est un nom- 
bre quelconque. 

Convertir une fraction ordinaire en décimales, c*est la trans- 
former en une autre qui ait pour dénominateur l'unité suivie d'un 
certain nombre de zéros (129) : ainsi la question actuelle n'est 
qu'un cas particulier de celle que nous avons résolue au n"* ilO. 
Si le dénominateur était connu, il n'y aurait qu'à multiplier la 
fraction proposée par ce dénominateur, ce qui reviendrait à 
écrire à la droite de son numérateur autant de zéros qu'il en con- 
tient, extraire les unités du produit, et diviser le nombre ainsi 
trouvé parce dénominateur; mais comme on ne le connaît pas, 



CONVERSION DES FRACTIONS ORDINAIRES, ETC; 107 

on concevra que le numérateur soit suivi (Tun nombre indéfini de zé- 
roSy on effectuera la division de ce numérateur ainsi préparé parle 
dénominateur de la fraction proposée, et l'on séparera sv/r la droite du 
quotient autant de décimales que Von aura employé de zéros. Si par 
exemple on avait écrit cinq zéros à la droite du numérateur, on 
aurait multiplié la fraction proposée par 100000 : donc le quo- 
tient trouvé vaudrait 100000 fois cette fraction; donc, en le di- 
visant par 100000, on aurait la valeur de cette fraction. 

Exemple. Convertir | en décimales. On effectuera le calcul 
indiqué ci-dessous : 



5009^00 


8 


20 


625 


(àO 










Comme il a fallu employer trois zéros pour arriver à un reste 
nul, on devra séparer trois décimales sur la droite du quotient, 
ce qui donnera f = 0,625. 

On peut dire encore : L'expression décimale de la frac- 
tion I serait connue si Ton savait combien elle renferme de 
dixièmes^ de centiènus^ de millièmes, etc. Or, une unité valant 
10 dixième y les | d'une unité vaudront les | de 10 dixièmes ^ 
c'est-à-dire les ^f- d'un dixième (25) ; or la division de 50 par 
8 donne 6 pour quotient et 2 pour reste : donc les § d^une unité 
valent 6 dLcièmes^ plus les § d'un dixième. Mais un dixième vaut 
10 centièmes : donc les | d'un dixième vaudront les | de 10 cen- 
tièmes, c'est-à-dire les ^ d'un centième. En effectuant la divi- 
sion de 20 par 8, on trouve 2 pour quotient et 4 pour reste, 
et on en conclut que les | d'un dixième valent 2 centièmes, 
plus les 4 d'un centième, et ainsi de suite, ce qui conduit à la 
règle précédente. 

Proposoûs-nous encore de convertir -ft en décimales. 



5Ô00OO 
60 
50 



11 



kb 



% 
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On voit que le reste de la seconde division partielle est le 
numérateur même de la fraction proposée; et, comme on 
devra écrire à sa droite un zéro, le troisième dividende partiel 
sera le môme que le premier : nous retrouverons donc pour 
troisième quotient et pour troisième reste le premier quotient 
• et le premier reste, ce qui entraînera le retour du second divi- 
dende partiel , et par conséquent dû second quotient et du 
second reste, et ainsi de suite indéfiniment. On voit donc que 
les chiffres 4 et 5 reviendront périodiquement et à l'infini 
dans l'expression de la fraction décimale équivalente à la 
fraction W; et, comme le premier chiffre de cette expression 

est de l'ordre des dixièmes, on aura •î^=r 0,45454545 

Donc la fraction ^ n'est pas exactement réductible en déci- 
males. ^ 

185. Us fractions décimales telles que 0,45454545..., dans 
lesquelles les mimes chiffres reviennent périodiquement et à l'in- 
fini , se nomment fractions décimales périodiques. Dans 
l'exemple précédent, ]a période est 45. 

Il arrive souvent que la période ne commence qu'après quel- 
ques chi/Tres irréguliers. Pour distinguer ces fractions de celles 
dont nous venons de parler, nous les appellerons fractions pé- 
riodiques mixtes^ par opposition aux autres, que nous nom- 
merons fractions périodiques pures ou simples. 

0,3454545.... est une fraction périodique mixte dans la- 
quelle la période est encore 45, et dont la partie irrégulière 
est 3. 

* 186. Nous venons de voir que certaines fractions ordinaires 
pouvaient être converties exactement en fractions décimales, 
tandis qu'il y en a d'autres qui ne sont pas susceptibles d'une 
pareille réduction. Nous allons examiner à quoi tient celte dif- 
férence, et pour cela nous chercherons quelles sont les conditions 
NÉCESSAIRES et SUFFISANTES pour qu'une fraction ordinaire soit 
exactement réductible en décimales. 

Sous avons vu (184) que, pour convertir une fraction ordi- 



EN FRACTIONS DÉCIMALES. 109 

naire en décimales, il fallait écrire un certain nombre de zéros 
à la droite de sou numérateur et diviser ensuite le numérateur 
ainsi préparé parle dénominateur : donc, pour qu'une fraction 
soit exactement réductible en décimales, il faut et il suffit que 
le produit de son numérateur par l'unité suivie d'un certain 
nombre de zéros soit exactement divisible parle dénominateur. 
Mais nous savons (87) que, pour qu'un nombre soit divisible par 
un autre, il est nécessaire qu'il renferme tous les facteurs pre- 
miers de cet autre : or, en multipliant le numérateur par l'unité 
suivie de plusieurs zéros, nous n'avons introduit dans ce numé- 
rateur que les facteurs premiers 2 et 5 (88), car l'unité suivie 
de plusieurs zéros, étant une puissance parfaite de 10 (42), n'a 
pas d'autres facteurs premiers que 2 et 5 : donc, pour que la 
division puisse réussir, il faut que le numérateur primitif ren- 
ferme tous les facteurs premiers du dénominateur autres que 
2 et b. Je dis maintenant que cette condition est suffisante : car, 
puisqu'en écrivant un zéro à la droite du numérateur on le 
multiplie par 10, pour chaque zéro qu'on écrira à sa droite on 
introduira dans ce numérateur un facteur 2 et un facteur 5 : 
donc on pourra y introduire tous les facteurs 2 et 5 du déno 
minateur, de sorte qu'alors le nouveau numérateur contiendra 
fous les facteurs premiers du dénominateur, et sera par con- 
séquent divisible par ce dénominateur» * 

* iS7. Concluons donc, 1* que pour qu'une fraction soit ri- 
ductible en décimales^ U faut et il suffit que son numéraUur 
contienne tous les facteurs premiers autres que ^ et h qui se trou- 
vent dans son dénominateur : d'oii il suit que si la fraction propo- 
sée est réduite à sa plus simplô expression^ on ne pourra la con- 
vertir exactement en décimales, qu'autant que son dénominateur ne 
contimdra pas d^autres facteurs premiers que 2 et 5, puisque ces 
autres facteurs ne pourraient se trouver dans le numérateur. Alors 
V expression décimale de la fraction proposée contiendra autant de 
chiffres décimaux quHl y a alunites dans le plus haut exposant des 
facteurs 2 et 5 du dénominateur. 
En effet, si Ton écrit à la droite du numérateur autant de 
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zéros qu'il y a d'unités dans le plus haut exposant des facteurs 
2 et 5 du dénominateur, on aura introduit dans ce numérateur 
tous les facteurs premiers 2 et 5 qui se trouvent au dénomina- 
teur : par conséquent la division sera devenue possible ; mais, 
comme on aura multiplié la fraction proposée par Tunité suivie 
d'un certain nombre de zéros, il faudra diviser le quotient 
trouvé par ce multiplicateur, ce qui se fera en séparant sur sa 
droite autant de décimales que l'on a écrit de zéros à la droite 
du numérateur, c'est-à-dire autant qu'il y a d'unités dans le 
plus haut exposant des facteurs 2 et 5 du dénominateur. 

Exemple. La fraction {^==0^01^, et, en effet, son dénomina- 
teur 40=2*.5 : donc son expression en décimales devait con- 
tenir trois chiffres. 

2° Que si le numérateur ne contient pas tous les facteurs pre- 
miers du dénominateur autres que 2 e< 5, la fraction ne pourra 
pas être convertie exactement en décimales. Or je dis que, dans 
ce cas, la fraction décimale à laquelle conduira le calcul sera ni^ 
cessairement périodique. 

En effet, puisque le reste d'une division est nécessairement 
moindre que le diviseur, il est évident que la division du nu- 
mérateur suivi d'un nombre indéfini de zéros parle dénomina- 
teur ne pourra pas donner plus de restes partiels différents 
qu'il y a d'unités moins une dans ce dénominateur. Par consé- 
' quen», après un nombre de divisions au plus égal au dénomi- 
nateur diminué d'une unité, on retombera sur un des restes 
obtenus précédemment ; et, comme on devra écrire un zéro à 
sa droite, on retrouvera l'un des dividendes partiels précé- 
dents, ce qui entraînera le retour périodique des mêmes quo- 
tients et des mêmes restes. La fraction décimale sera donc 
périodique, et la période ne contiendra pas plus de chiffres qu'il 
y a d'unités moins une dans le dénominateur de la fraction ordi- 
naire proposée. 



CHAPITRE VIJ. 

CONVERSION DES FBAGTIOIVS DECIMALES 
EN FRACTIONS ORDINAIRES. 



iS8. Pour convertir une fraction décimale en fraction ordi- 
naire, on prend pour numérateur la partie décimale^ abstraction 
faite de la virgule^ et pour dénominateur Vunitè suivie d'autant de 
zéros quHl y a de chiffres décimaux. 

En effet, en faisant abstraction de la virgule dans la fraction 
décimale proposée, on multiplie cette fraction par l'unité suivie 
d'autant de zépos qu'il y a de chiffres décimaux dans cette frac- 
tion : d'où il suit que, pour obtenir la valeur de cette fraction, 
il faut diviser le résultat par Tunité suivie de ce même nombre 
de zéros. 

On verra ainsi que0,2304=t^^=s:^*.* 

189. On sent que cette méthode seraitimpraticable si la frac- 
tion proposée était périodique, puisque alors les deux termes 
de la fraction ordinaire équivalente devraient être composé? 



* L'application de cecte règle conduit à une nouvelle démonstration de 
celles données aux n" 13», ISO et 14M>. Veul^on, par exemple, diviser 
215,889 par 4,7 : on observera que cela revient à diviser 4^û5F P*^ îo » ^® 
qui donne H^^^^ (IM), ou, en simplifiant, ^y^. Mais, pour ef- 
fectuer la division de 215889 par 100.47, on peut d'abord diviser le dividende 
par 100, puis le quotient de cette division par 47 (52) : donc on devra en dé- 
finitive diviwr 2158,89 par 47, c'est-à-dire appliquer la règle du n» 140. 
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chacun d'un nombre indéfini de chiffres ; il faut donc employer 
un autre procédé pour convertir une fraction périodique en 

fraclion ordinaire. , 

Supposons d'abord que la fraction soit périodique pure, et 
prenons pour exemple 0,27272727...; Si nous portons la vir- 
gule à droite de la première période, le nombre 27,272727.... 
que nous obtiendrons ainsi, sera composé de deux parties : 
l'une entière, qui est la période 27 ; Faulre décimale, qui est 
la fraclion proposée elle-même*. Donc, si de ce résultat on re- 
tranche la fraction proposée, il restera la période. Mais, en 
portant la virgule à la droite delà première période, nous avons 



* Si cette démonstration ne paraissait pas suffisamment rigoureuse, on 
pourrait dire : Supposons que la fraction proposée renferme n périodes ; si 
nous portons la virgule à la droite de la première de ces périodes, le nom- 
bre 27 272T27..., que nous obtiendrons, sera composé de deux parties : 
rune entière, qui est la période 27, et l'autre décimale, qui est la fraction 
proposée elle-même, moins la valeur de sa dernière période, c*est-à-dire 
_ 27 _ . donc, si de ce résultat on retranche la fraction proposée, il 
restera "la période 27, — -^^ Mais, en portant la virgule à la droite de la 
première période, nous avons rendu la fraction proposée cent fois plus 
grande: ainsi ^ de cent fois la fraction proposée nous avons retranché une 
fois cette fraction ; donc le reste que nous avons trouvé, c'est-à-dire 27 — j^, 
vaut 99 fois la fraction proposée ; donc en divisant ce reste par 99, nous ob- 
tiendrons la fraction ordinaire équivalente à la fraction décimale 0,272727.... 

Donc 

0,272727.... =|i- |oSZ.Oi» U**)- 

Or la quantité 100" sera d'autant plus grande (331) que n sera plus grand, 
et on peut même assigner à n une valeur assez grande pour que la quan- 
tité __âl_- et par conséquent pour que la différence entre 0,272727. ... et 
-^-"7- soit pioinifre que tout© grandeur assignable; donc fj est une limite dont la 
fraction 0,272727. . . . approche là'autant plus qu'on la compose d'un plus grand 
nombre de périodes, mais qu'elle ne peut atteindre qu autant que le nombre 
de ces périodes est infini; c'est alors seulement qu'on a 

0,272727.... =15. 



Donc, 'gmkf conrerttr um fration décimale périodique purSf etc. 
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# 

rendu la fraclion proposée cent fois plus grande : ainsi, de cent 
fois la fraclion proposée nous avons retranché une fois cette 
fraction; donc le reste que nous avons trouvé, c'est-à-dire la 
période, vaut 99 fois la fraction proposée ; donc, en divisant 
cette période par 99, nous obtiendrons la fraction ordinaire 
équivalente à la fraction décimale 0,27272727... . Donc 

0,27272727.... = |î = pf. 

Donc, pour convertir une fraction décimale périodique pure en 
fraction ordinaire, il faut prendre pour numérateur la période^ 
et pour dénominateur un nombre formé d'autant de 9 quHl y a de 
chiffres dans la période. 

En appliquant cette règle à Texpressîon 3,054054054...^ on 
trouvera qu'elle est égale à 3 ^ = 3 îfT= 3 sV = W (* '^)- 

160. Supposons maintenant qu'il s'agisse d'une fraction pé- 
riodique mixte, et soit pour exemple la fraction 0,3454545..., 

Si nous portons la virgule successivement à droite et à 
gauche de la première période, les nombres 345,454545.... et 
3,454545..., que nous trouverons, seront composés de deux 
parties entières différentes, mais d'une m^me partie décimale, 
qui sera une fraction périodique pure, ayant même période 
que la proposée. La différence de ces deux résultats sera donc 
la différence (345 — 3) de leurs parties entières. Or, en portant 
la virgule à droite de la première période, nous avons rendu la 
fraction proposée mille fois plus grande, et en la portant 
à gauche, nous l'avons rendue dix fois plus grande : ainsi, de 
mille fois la fraction proposée, no^^otfs retranché jdix fois 
celle fraclion, et par conséquent Italie (345— 3) vaut 990 fois 
cette fraclion; donc on aura la valeur delà fraction proposée 
en divisant ce reste par 990, ce qui donne ^5^ = ^ = ^!*. 



* En répétant sur la fractfenQ, 3.454545... les raisonnements que nous 
avons faits dans la note du numéro précédent, on donnera à cette démonstra- 
tion toute la rigueur qu'on pourra désirer. 

8 
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Donc, pour convertir une fraction périodique mixte en frac^ 
tion ordinaire, il faxU prendre pour numérateur la différence de 
deux nombres entiers que Von obtient en portant la virgule succes- 
sivement à la droite et à la gauche de la première période j et pour 
dénominateur un nombre composé (P autant de 9 qu'il y a de chif" 
fres dans la période^ suivis d'autant de zéros qu'il y a de chiffres 
irréguliers» 

Exemple. Réduire la fraction 0,09702702702 

en fraction ordinaire. En portant la virgule successivement à 
droite et à gauche de la première période, on trouve les nom- 
bres entiers 9702 et 9 : donc la fraction proposée est égale à 

9{r900 — 999U0 — 3700 • 

161. Il suit de cette règle que le numérateur d'une fraction 
ordinaire équivalente à une fraction périodique mixte ne peut 
pas être terminé par wn zéro : car, pour que cela fûl, il faudrait 
que le dernier chiffre de la période fût le même que le dernier 
des chiffres irréguliers; mais alors ce dernier chiffre serait le 
premier de la période, de sorte que l'on n'aurait pas fait com- 
mencer cette période là où elle commence réellement 

*1G2. Il suit du n* 157 que, lorsque le dénominateur d'une 
fraction irréductible renferme d'autres facteurs premiers que 2 
et 5, cette fraction ne peut pas être convertie exactement en 
décimales, et nous avons vu qu'alors elle donnait lieu à une 
fraction périodique : or on peut se demander si cette fraction 
sera pure ou mixte. 

Toute fraction irréductible dont le dénominateur ne renferme 
aucun des factewrs premiers ^ eth est équivalente à une fraction 
périodique pure. 



En effet, si la fraction décimale équivalente à la fraction pro- 
posée n'est pas une fraction périodique pure, elle sera une frac- 
tion périodique mixte, et en convertissant celle-ci en fraction 
ordinaire, le résultat devra être équivalent à la fraction généra- 
trice : il faudra donc qu'en réduisant cette fraction résultante à 
sa plus simple expression, tous les fadeurs 2 et 5 qui se trou- 
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vent dans son dénominateur (160) disparaissent, et pour cela 
il faut qu'il y ait autant de zéros à la droite du numérateur qu'à 
celle du dénominateur. Or on a vu (161) que le numérateur 
d'une fraction ordinaire équivalente à une fraction périodique 
mixte ne peut pas être terminé même par un seul zéro : donc 
il n'est pas possible qu'en réduisant en décimales une fraction 
irréductible dont le dénominateur ne renferme aucun des fac- 
teurs 2 et 5, on puisse trouver une fraction périodique mixte ; 
donc on trouvera une fraction périodique pure. 

* 163, Si le dénominateur cTune fraction irréductible renferme 
qmlques-uns des facteurs premiers 2 et b, la fraction décimale 
équivalente sera une fraction périodique mixte, dans laquelle il 
y aura autant de chiffres irréguliers qu'il y a (Tunités dans le 
plus haut exposant des facteurs 2 et b qui se trouvent dans son 
dénominateur. 

En effet, si la fraction décimale équivalente à la fraction pro- 
posée n'est pas une fraction périodique mixte, elle sera une 
fraction périodique pure, et, en convertissant celle-ci en frac- 
tion ordinaire, le résultat devra être une fraction équivalente à 
la fraction génératrice. Or cela^ est impossible, puisque le dé- 
nominateur de cette fraction résultante, étant exprimé par un 
certain nombre de chiffres 9 (tS9), ne renfermera aucun des 
facteurs 2 et 5 ; et par conséquent, en réduisant cette fraction à sa 
plus simple expression, on ne pourra pas retomber sur la frac- 
tion génératrice, dont le dénominateur est supposé contenir 
quelques-uns de ces facteurs. Donc la fraction décimale équiva^ 
lente à la proposée doit être périodique mixte. 

Gela posé, si on convertit cette fraction décimale en fraction 
ordinaire, on obtiendra une fraction dont le dénominateur sera 
terminé par autant de zéros qu'il y a de chiffres dans la partie 
non périodique (iOO). Or, en la réduisant à sa plus simple ex- 
pression, il restera nécessairement dans le dénominateur tous 
les facteurs 2 ou tous les facteurs 5 qui s'y trouvent, puisque 
le numérateur n'est pas divisible à la fois par 2 et par 5 (i6i), 
mais on retombera ainsi sur la fraction génilTalrice : donc le plus 



* * 
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I 

haut exposant des facteurs 2 et h contenus dans le dénominateur de 
cette fraction est précisément égal au nombre des chiffres irréguliers 
de la fraction périodique mixte équivalente. 

164. Sil'oii applique la rëgledun''tS9àlafra€tion 0,9999..., 
on trouvera qu'elle est équivalente à f = 1» résultat qui parait 
absurde au premier abord. Mais si l'on considère que 

la fraction 0,9 diffère de Tunité de 0,1 

0,99 . 0,01 

.... 0,999 0,001 

0,9999 0,0001 

etc., 

on concevra qu'en prenant dans l'expression de la fraction pé- 
riodique 0,999.... un nombre suffisant de chiffres, la fraction 
décimale que l'on obtiendra pourra différer de l'unité d'aussi 
peu que l'on voudra. L'unité est donc une limite dont la frac* 
lion décimale 0,999... différera d'autant moins qu'on la com- 
posera d'un plus grand nombre de chiffres, et qu'elle atteindra 
seulement quand le nombre de ses chiffres sera infini ; alors on 
aura rigoureusement 0,999.... = 1 . 

168. Pour approcher de la valeur d^un nombre décimal à 
moins d'une demi-unité d'un ordre décimal donné , il faut sup- 
primer tous les chiffres qui suivent celui de l'ordre dont il s'agit 
en ayant soin de forcer l\miié sur le dernier de ceux que l'on con- 
serve lorsque le premier des chiffres que l'on néglige surpasse 5, ou 
est un 5 suivi S autres chiffres. 

Supposons, pour fixer les idées, que l'on demande la valeur 
d'un nombre décimal à moins d'un demi-centièyne^ et consi- 
dérons l'expression 0,235. Celte fraction diffère évidemment 
d'un detni-centièmcyie chacun des deux nombres 0,23 et 0,24 ; 
donc en prenant chacun d'eux pour valeur delà fraction 0,235^ 
on commettra sur celte fraclio*n une erreur d'un demi-cen- 
tième. 
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Si maintenant on considère un nombre décimal dont le 
(roisiëmç chiffre soit moindre que 5, par exemple 0,234678., 
ce nombre sera évidemment compris entre 0,23 et 0,235, 
et comme ces deux-ci diiïèrent d'un demi-centième, on en con- 
clut qu'en prenant 0,23 pour valeur de la fraction 0,234678 
on n'aura pas commis sur cette fraction une erreur d'un demi- 
centième. 

Supposons au contraire que le troisième chiffre du nombre 
proposé soit un 5 suivi d'autres chiffres, ou soit plus grand que 
5 : considérons par exemple lenombre 0,23758423. Ce nombre 
sera évidemment compris entre 0,235 et 0,24; et comme ces 
deux nombres diffèrent d'un demi-centièmef on voit que 0,24^ 
est sa valeur à moins d'un demi-centième. 



CHAPITRE VIII. 



M£Smi£S ANCIENNES ET MODERNES. 



S I- SYSTÈME MÉTRIQUE. 

166. Mesurer une quantitéy c'est chercher son rapport à une 
autre quantité de même espèce qu'on est convenu de prendre pour 
unitéy c'est-à-dire pour terme de comparaison de toutes les gran- 
deurs de cette espèce. Il doit donc y avoir dans les mesures une 
variété relative à celle des espèces de quantités et même de sub- 
stances que Ton veut comparar. Mais nous ne nous occuperons 
ici que des mesures de longuewTy de surface^ de volume^ de car 
padtéf de poids et de valeurs monétaires^ parce qu'elles sont les 
plus usuelles. Lorsqu'on aura choisi une unité pour chacune de 
ces espèces de grandeur, il faudra composer avec celte unité 
des mesures plus grandes, pour éviter l'emploi de nombres 
trop considérables dont on se forme difficilement une idée 
exacte, et subdiviser aussi cette unité, afin de pouvoir mesurer 
les quantités qui sont plus petites; enfin, pour soulager la mé- 
moire, et réduire les calculs au plus grand degré de simplicité 
possible, on devra soumettre les mesures plus grandes et plus 
petites que l'unité principale à la même loi, et cette loi sera la 
loi décimale. C'est précisément là ce qu'ont fait les auteurs du 
système métrique ado fié actuellement en France. Ils ont appelé : 

Mètrey l'unité de longueur ; 

Are^ l'unité 3e surface ; 

Mètre cube ou stère, l'unité de volume; 

Litre, l'unité de capacité ; 

Gramme, l'unité de poids; 

Franc, l'unité monétaire. 



MESURES ANCIENNES ET MODERNES. 119 

167. On a formé les mesures composées en prenant dix, 
cent, millcy dix mille fois Tunité fondamentale, et les mesures 
plus petites en divisant cette unité en dix, cent^ mille parties 
égales. De plus, pour rappeler celle numération, on a fait 
précéder le nom de l'unité principale des mots : 

MYRIA, KILO, HECTO, DEÇA, DÉCI, CENTI, MILLI, 

tirés dugrec et du latin, et qui correspondent respectivement à 
Dix milhy milles cent, dix, dixième, centième, millième. 

* 

Les composés du mètre seront ainsi : 

Myriamètre, kilomètre, hectomètre, décamètre, décimètre, centi- 
mètre f millimètre, qui signifient respectivement : 

Dix mille mètres, mille mètres, cent mètres, dix mètres, dixième 
de mètre, centième de mètre, millième de mètre. 

Parmi les mesures qui dérivent de Tare, Yhcctare et le cen- 
tiare sont les seules usitées. 

Le stère n'a pas d'autres composés que le décastère et le dé- 
cistère. 

Ceux du litre et du gramme sont : 

Le kilolitre, Yhectolitre, le décalitre, le décilitre, le centilitre; 

Le kilogramme, Vhectogrâmme, le décagramme, ledécigramme^ 
le centigramme, le milligramme. 

Quant au franc, il n'a pas de composés multiples, et ses 
composés sous-multiples sont le décime et le centime. 

168. Pour imprimer au système métrique une durée qui fût 
k l'abri de ces révolutions qui ont bouleversé le monde, on ré- 
solut de donner aux nouvelles mesures une base commune, et 
de prendre cette base dans la nature même. En feonséquence, ^ 
Delambre et if^c^ain ont mesuré l'arc du méridien compris entre 
Dunkerque et Barcelone, et de leurs opérations combinées avec 
celles que Bouguer et Lacondamine avaient déjà exécutées au 
Pérou, on a conclu la distance du pôle à Féquateur. Cette lon- 
gueur a été divisée en dix millions de parties égales, et Ton a 
fait construire une règle de çjatine dont là longueur, à la tem- 
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pératurc de la glace fondante» fût précisément égale à Tune 
de ces parties. Telle est la longueur qu'on a prise pour unité 
linéaire, et qu'ainsi on a appelée mètre. Le mètre e^^ donc la 
dixrfnillianième partie du quart du méridien terrestre. 

Les mesures itinéraires s'évaluent en myriamètres ci en kilo- 
mètres, et le'mèire sert pour la comparaison des longueurs peu 
considérables. On ne doit donc pas employer alors les noms 
systématiques. Ainsi on dira : Cette allée a trois cents )nètres^ 
et non pas trois hectomètres; mais on dira qu'il y a huit cent vingt 
et un myriamètres de Paris à Pékin. 

Il résulte de la subdivision du mètre que la circonférence du 
méridien terrestre vaut quarante millions de mètres, par consé- 
quent 40 000 kilomètres ou 4000 myriamètres. 

L'are est un carré dont le côté a un décamètre, de sorte que 
cette mesure vaut cent mètres carrés*, c'est-à-dire cent fois un 
carré dont le côlé a un mètre. Ainsi le centiare n'est autre 
chose qu'un mètre carré. 

On emploie lare et Yhectare pour évaluer les surfaces des 
champs : on dit ainsi qu'une pièce de terre a 2 hectares 35 ares 
24 centiares (2»'35*,24). Mais, pour les petites superflcies, comme 
celles que l'on considère dans les toisés de la menuiserie, par 
exemple, on fait usage du mètre carré. Il se subdivise en cent 
décimètres carrés; le décimètre carré se subdivise de même en 
•cent centimètres carrés, et le centimètre carré en cent millimètres 
carrés; de sorte que, pour convertir un nombre quelconque de 
mètres carrés en décimètres carrés, ou en centimètres carrés, ou en 
millimètres carrés, il faut le multiplier par 100, ou par 10000. 
ou par 1000000. Enfin, lesgrandes étendues superficielles, telles 
que la surface d'un Ëlat, se mesurent en myriamètres carrés. 



* Si l'on conçoit, en effet, un carré dont chaque côté ait 10 mètres et 
que par les points de division du côté vertical on mène des parallèles à la 
base, on l'aura partagé en dix bandes d'un mètre de haut sur dix mètres de 
base : donc, si par les points de division de la base on mens des parallèles 
a la hauteur, on partagera chaque bande en dix carrés d'un mètre de côté- 
de sorte que le carré donné sera partagé en dix fois dix ou en cent de ces 
carrés. 
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Il faut avoir bien soin de ne pas confondre ledixième, le cen- 
tième et le millième d*un mètre carré avec le décimètre carré» 
le centimètre carré et le milllmèlre carré. On voit, en effet, 
qu*tin mètre carré valant 100 décimètres carrés, le dixième 
d'un mètre carré vaut dix décimètres carrés. 

Dans Texploitation des carrières, dans le calcul des quan- 
tités de terre qu'il faut transporter d'un lieu dans un autre, et 
dans le mesurage des corps solides, on exprime les volumes 
en mètres cubes *. Le mètre cube se subdivise en mille dcd' 
mètres cubes **; le décimètre cube en mille centimètres cubes, et le 
centimètre cube en mille millimètres cubes; de sorle que, pour 
convertir un nombre quelconque de mètres cubes en décimètres 
cubes, ou en centimètres cubcs^ ou en millimètres cubes, 
il faut le multiplier par 1000, ou par l 000 000, ou par 
1 000 000 000. 

L'unité de volume prend le nom de stère quand on l'emploie 
pour mesurer les bois de chauffage ou de charpente. Nous ferons 
observer que le stère, considéré comme mesure effective, n'a 
pas la forme d'un cube dont chaque côté aurait un mètre de * 
longueur: il a celle d'un ch&ssis composé d'une solive horizon- 
talc appelée sole\ sur laquelle s*appuient deux montants verti- 
caux écartés l'un de l'autre de 1 mètre, et dont la hauteur varie 
avec la longueur habituelle des bûches ; cette hauteur est de 
O^.SS à Paris, où les bûches ont 1-,14 de longueur; elle serait 
de 1 mètre, si les bûches étaient longues de 1 mètre. 



* Cn cube est Tespace compris sous six carrés égaux : ainsi un dé à jouer 
est un cube. Si chaque côté du cube a un mètre, un décimètre, etc. , on 
dit que c'est un mètre cube, un décimètre cube, etc. 

** Si Ton partage la longueur et la largeur de ia base d'un mètre cube cha- 
cune en dix parties égales, qui auront par conséquent un décimètre d'éten- 
due, et que par les points de division on mène des plans parallèles aux faces 
latérales opposées, on aura partagé le mètre cube en cent tranches d'un mètre 
de hauteur et d'un décimètre carré de base : donc, si Ton divise cette hau- 
teur en dix parties égales, et que par les points de division on mène des 
plans parallèles à la base, chaque tranche sera partagée en dix décimètres 
cubes; de sorte que le mètre cube contiendra cent fois dix ou mille de ce» 
cubes. 
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Le UTRE est une mesure, de forme cylindriqvs dont la capacité 
est un décimètre cube. La hauteur du cylindre est égale au dia- 
mètre de su base : mais pour les liquides, le double litre et les 
mesures plus petites sont des cylindres d'une hauteur double 
du diamètre. On voit ainsi que la capacité d'un bassin qui 
contiendrait 2340 litres est de deux mitres cubes trente-quatre 
centièmes (2»«'*-,34). 

Les vins et les liqueurs se mesurent à l'hectolitre et au litre, 
suivant qu'on les vend en gros ou en détail. Dans les mêmes 
circonstances on mesure les matières sèches, telles que les 
grains, à Y hectolitre^ ou au décalitre et au litre. Enfin, on em- 
ploie le décilitre et le centilitre dans le mesurage des graines 
propres à l'horticulture. 

Le GRAMME est le poidSj dans le vide^ d*un centimètre cube 
d'eau distillée, à la température de 4 degrés au-dessus de zéro 
du thermomètre centésimal (ce thermomètre esi celui où l'inter- 
valle compris entre les points de la congélation et de rébulli* 
tion de l'eau est divisé en 100 parties égales nommées degrés). 
On s'est servi d'eau distillée, afin qu'étant parfaitement pure, 
on pût, quand on le voudrait, répéter l'expérience avec de la 
même eau. Ou a choisi la température de 4 degrés au-dessus de 
zéro, car c'est celle oîi l'eau éprouve la plus grande conden- 
sation possible. On a pesé dans l'air, non pas un centimètre 
cube (son poids eût été trop faible), mais un décimètre cube 
d'eau ; puis on a calculé quel aurait été son poids si l'expé- 
rience avait été faite dans le vide*, et l'on a fait construire un 
étalon en platine qui ne représente ce poids que dans le vide. 
Sa millième partie est donc le gramme, puisqu'un décimètre 
cube vaut 1000 centimètres cubes. 

Les fortes pesées, telles que la charge d'un navire ou d'un 
bateau, s'évaluent en tonneaux et en quintaux. Le tonneau 
faut mille kilogramme, et le quintal en vaut cent. Pour les 



* Ce calcul était nécessaire pour avoir le véritable poids du décimètre cube 
d'eau : car un corps perd dans Vair une partie de son poids égale à celui 
du volume de ce fluide qu*il déph 
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pesées peu considérables, on emploie le kilogramme, Thccto- 
gramme et le décagramme ; mais quand on a de très -petits poids 
à évaluer, on fait usage du gramme et de ses subdivisions. 

Dans les poids et les mesures de capacité, chaque mesure a 
son double et sa moitié. Ainsi la loi tolère, pour plus de com- 
modité dans le commerce, le double décalitre et le demi-dècon 
Utrey le dovble hectogramme et le demi-hectogrammey etc. 

Il suit de la définition du gramme que pour avoir le poids 
d*un volume donné d'eau^ il n'y a qu'à exprimer ce volume en' 
centimètres cubes, et autant on en trouvera, autant cette quantité 

* 

d'eau pèsera de grammes, et réciproquement. On verra ainsi 
qu'im litre d'eau pèse mille grammes ou un kilogramme^ et que 
le tonneau contient mille litres, ou un mètre cube. 

Le FRANC est une pièce d'argent pesant cinq grammes, et alliée 
d'un dixième de cuivre. Les monnaies d'or sont pareillement 
alliées d'un dixième de cuivre. Cet alliage donne à la monnaie 
une dureté qu'elle n'aUrait pas si elle était en argent ou en or 
pur, et la rend ainsi plus propre à résister à l'usure. 

Il suit de la définition du franc que powr trouver en grammes 
le poids d'une somme d argent évaluée en francs, il suffit de la 
multiplier par 5, qu'ainsi 200 fr. pèsent 1000 grammes; que 
réciproquement, pour trouver la valeur d'une somme dargent 
dont on connaît le poids en grammes, il . faut diviser ce poidr 
par 5 ; ainsi, un sac d'argent qui pèse 82,5 hectogrammes, ou 
8250 grammes, vaut 1650 francs. 

La valeur du franc étant fixée à cinq grammes d*argent, on a 
dû, avant de fabriquer des monnaies d'or, établir la proportion 
de l'or à l'argent, c'est-à-dire le rapport qui existait alors entre 
les valeurs de ces métaux à poids égal : ce rapport a été fixé à 
15,5; d'où il suit que 20 francs en argent pesant 100 grammes, 
une pièce d'or de 20 francs devait peser \%S= W> c'est-à- 
dire la 155*«"'« partie d'un kilogramme. Ainsi 155 pièces de 20' ^ 
pèsent un kilogramme, et le poids de chacune est-^=6«,45 16 !• 
La pièce de 2' a 27 millimètres de diamètre, et celle de l' en a 
23; les deux ensemblefont 5 centimètres, et 20 pièces de chaque 
espèce étant mises en ligne donneront la longueur du mètre. 
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La série des monnaies françaises se compose de 14 pièces 
qui sonl indiquées dans le tableau suivant. Le bronze des nou- 
velles pièces qui reftiplacent les anciennes monnaies de cuivre, 
est composé de 0,95 de cuivre, 0,04 d'élain et 0,01 de zinc. 



DÉSIGNATION 
et 

VALEUR DES PIÈCES. 



MONNAIES D*OR. 

Pièce de 100 francs 

— 50 — 

— 20 — 

— 10 — 

— 5 — 






MONNAIES D^AROKNT. 

Pièce de 5 francs 

— 2 — ..-• 

l — -^.... 

— (50 centimes). 

— (20 centimes). 



- \ 



MONNAIES DE BRONZE. 

Pièce de 10 centimes. ....... 

— 5 — ...... 

— 2 — 

— 1 — 



DUMÈ7RB 
OU 
module ■ 
des lièces. | 



iDiUimètrtS. 

35 
28 
21 
19 
17 



37 
27 
23 
18 
15 



30 
25 
20 
15 



POIUS 

des 
pièces. 



frammcs. 

32,25806 

16,12903 

6,45161 

3,22580 

1,61290 



25 
10 

5 

2,5 

1 



10 
5 
2 
1 



Comme il eût él6 très-difficile, dans la fabrication, de don- 
ner exaclcmenl aux pièces le poids légal, la loi lolèreune petite 
-erreur en plus ou en moins; c'est ce qu'on appelle tolérance 
die poids: Elle varie de 1 à 3 millièmes sur les pièces d'or, et 
de 3 à 10 millièmes sur les pièces d'argent. 

169. Les objcte d'or et d'argent sonl toujours alliés d'unmé 
lai moins précieux, tel que le cuivre, et le rapport du poids de 
la quantité d'or ou d'argent pur contenue dans un objet à son 
poids total est ce qu'on appelle le titre de cet objet. Ainsi, quand 
on dit qu'un bijou d'or est au titre de 0,840 (le titre s'exprime 
-en millièmes), on entend que la quantité d'or pur qu'il ren- 
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ferme est les 840 millièmes de son poids; de sorte que s*il pèse 
50 grammes par exemple, il contient 50» X 0,840 = 42 gram- 
mes d'or pur, et par conséquent 8 grammes de cuivre. 

Il suit de là. que les monnaies (Tor et éTargent sont au titre de 
900 miUiènies. La loi accorde une tolérance de titre qui est de 
0,002 en plus ou en moins pour les monnaies d*or et d'argent. 

Il y a trois litres légatucipour les ouvrages d'or, savoir : 0,920, 
0,840 et 0,750. Il n'y en a que deux pour l'argent, qui sont 
0,950 et 0,800. Ces titres sont indiqués par des poinçons dont 
tout ouvrage d'cr ou d'argent doit être frappé dans un bureau 
de garantie où son titre est vérifié. 

La loi fixe à 6 francs 70 centimes par kilogramme d'or et à 
1 franc 50 centimes par kilogramme d'argent, les frais de fa- 
brication des monnaies, déchet compris : d'après cela, un lin- 
got d'argent, pesant un kilogramme et au titre de 0,900, vaut 
seulement 198 francs 50 centimes, et un kilogramme d'or au 
même titre vaut 200' x 15,5 — 6',70 = 3093 fr. 30 cent. 

D'après cela, si l'on veut savoir combien vaut un kilogramme 
d'argent pur, on observera qu'un lingot pesant un kilogramme 
et au titre de 0,900, contient 900 grammes d'argent pur, de 
sorte que la question revient à celle-ci : 90C« d'argent valent 
198',50« : quel est le prix de 1000« d'argent? On trouvera ainsi 
qu^un kilogramme d'argent pur vaut 220',56«, et un kilo- 
gramme d'or pur 3437'. 

On pourra, d'après cela, calculer facilement la valeur intrin- 
sèque d'un objet d'or ou d'argent dont on connaîtra le titre et 

le poids. 

Exemple. Une pièce d'argenterie au titre de 0,950 pèse un kilo- 
gramme : quelle est sa valeur intrinsèque ? 

Réponse : 209', 53. 

Lorsqu'on vend de la vieille argenterie, c'est toujours à un 
titre inférieur à son titre légal. Ainsi, dans les tarifs des nom- 
naies, les titres légaux des ouvrages d'or et d'argent, poin- 
çonnés avant la loi du 19 brumaire an iv, sont diminués de 
trois millièmes; de sorte que si l'on veut calculer la valeur 
d'une pièce de vieille argenterie pesant un kilogramme et 
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marquée au titre de 0,800, il n'y aura qu'à multiplier 220',56 
par 0,797, et on trouvera 175',78. 

170. Les unités métriques d'une même espèce étant assujet- 
ties à la loi décimale, on sent que le calcul de ces mesures est 
absolument le môme que celui des nombres décimaux : de 
sorte que l'addition, la soustraction, la multiplication et la di- 
vision de ces mesures s'effectueront d'après les règles des 
n^ 135 à 143. Il en sera aussi de même des questions rela- 
tives à leur numération. Par exemple, 32'».506 s'énonceront 
(130) trente deux kilogrammes cinq cent six millièmes ou cinq 
cent six grammes, ou encore (13i) trente-deux mille cinq cent 
six grammes. Ainsi, pour écrire deux cent quatre hectares trente- 
cinq centiares^ on observera que le centiare est la dix-millième 
partie de l'hectare, et qu'en conséquence l'expression de ce 
nombre sera 204*'',0035. 

On verra encore que, pour convertir un nombre quelconque 
d^unités métriques en unités de Vordre immédiatement supérieur 
ou inférieur y U faut diviser ou multiplier ce nombre par dix, 
sauf les exceptions que nous avons indiquées en parlant du 
mètre carré et du mètre cube (p. 120 et 121). 

Ainsi 32^*",506 = S**» 2506 = 325»»-°»,06. Celte facilité de 
convertir les unes dans les autres les subdivision$ d'une même 
espèce de mesure, par le simple déplacement de la virgule, est 
un des plus précieux avantages de notre système métrique. 
Par là nous pourrons, comme on le verra dans le chapitre X, 
ramener immédiatement un calcul de nombres concrets déci- 
maux à un calcul de nombres entiers. 

17i. Lorsque le résultat d'un calcul de nombres concrets 
est exprimé en décimales, on ne conserve pas dans celte ex- 
pression les chiffres décimaux d'un ordre inférieur à la der- 
nière des subdivisions qu'admet l'unité que l'on considère. 

Ainsi dans Tévaluation 
des grandes distances, on s'arrêtera au kilomètre ; 
des petites longueurs, au millimètre et même au 

centimètre; 



\ 
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des grandes superficies, au kilomètre carré ; 

des superficies des champs, au centiare ; 

des petites superficies, au décimètre carré * ; 

des volumes, au décimètre cube* ; 

des grandes capacités, au litre ; 

des petites capacités, ^ au décilitre ; 

des très-pelites capacités, au centilitre; 

des fortes pesées, au tonneauou au quintal; 

des pesées moyennes, au kilogramme ou au dé- 

cagramme; 

des petites pesées, au milligramme et môme 

au centigramme; 

des valeurs monétaires, au centime. 

Toutefois on fera en sorte que Terreur commise soit moin- 
dre qu*une demi-unité de la subdivision à laquelle on s'arré* 
tera (165). 

8 II. COMPARAISON DES ANCIENNES ET DES NOUVELLES 

MESURES. 

172. On se servait autrefois en France d'un grand Nombre 
de mesures formant des systèmes dont les différentes parties 
n'étaient point liées par des rapports simples, et qui donnaient 
lieu à des calculs compliqués; mais nous ne parlerons ici que 
de la toisCy qui était l'unité linéaire, de la livre-poidSj et de la 
livre-tournois ou monétaire. 

La TOISE ('■) se subdivisait en six pieds (6**), le pied en douze 
pouces (12P), et le pouce en douze lignes (12i). 

laLivRE-poiDS Ç')valait seize onces (16"), Tonce Hurr gros (8^), 
et le gros soixante-douze grains (72»). 

La LiVRE-TOURNOis (*) sc subdivtsait en vingt sous (20'), et le 
sou en DOUZE deniers (12**). 

Nous nous proposons ici de convertir un nombre quelconque 



* Le centimètre carré et le millimètre carré, ainsi que le centimètre culie 
et le millimètre cube, sont des quantités t;op petites pour ne pas être négli- 
gées le plu souvsent. 
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de toises, pieds^ pouces et lignes, en mètres, et réciproquement; 
un nombre quelconque de livres^ onces, gros et grains, en kilo- 
grammes, et réciproquement; et un nombre quelconque de livres, 
sous et deniers, en francs, et réciproquement. Il s*agil donc de 
déterminer les rapports qui existent entre les nouvelles unités 
de longueur, de poids et de monnaies, et les anciennes, ci vice 



versa. 



173. Des mesures citées au n* 108, la commission du mèlre 
a conclu que le quart du méridien vaut 5130740 toises; et 
comme le mèlre est la dii-millionième partie de cettelongueur, 

on voit que 

l-=0^5 130740. 

Or une toise vaut 864 lignes : ainsi nous convertirons en 
lignes cette valeur du mètre en la multipliant par 864, ce qui 
nous donnera 1"=443',295936, ou, plus simplement, 

valeuf^ qui n'est pas erronée d'un demi-centième de ligne (iOo). 
On ^oit donc que, pour convertir un nombre quelconque de 
mètres en toises, il suffit de multiplier kkZ\3 par ce nombre, et de 
véduire le nombre résultant en toises; et que pour convertir en 
mètres un certain nombre de toises, il n'y a qu'à convertir ce 
nombre en lignes, et diviser le résultat par 443,3. 

Exemples : !• Combien, 11",234 vatent^ils de toises? 
Réponse : 11™,234 = 443",3 XI 1,234 =4980»= 5^4' 7p*. 



* Pour réduire ces 4980 lignes en toises, pieds et pouces, on a dit : Un 
pouce vaut 12 lignes, donc 4980 lignes vaudront autant de pouces que 12 li> 
gnes y seront contenues de fois. Je divise donc 4980 par 12, ce qui donne 
pour quotient exact 415 ■: ainsi 4970* = 415'; mais un pied vaut 12 pouces : 
donc 415 ponces vaudront autant de pieds qu'ils contiendront de fois 
12 pouces. Je divise donc 415 par 12; le quotient est 34 et le reste 7; 
donc 4 151' = 34' 7'. Or 34 pieds contiennent des toises, et- on obtiendra ce 
nombre de toises en divisant 34 par 6. nombre de pieds contenus dans une 
toise, ce qui donnera 5 toises pour quotient et 4 pieds de reste : donc 
4980' =5^ ifc' 7'. 
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«• Combien 5*^4** 7? valent-ils de mètres? 

Réponse: 5''4P7P=:4980»=(|f^5)'«=ll",234, à moins (Tun 
demi-millimètre. 

174. Les expériences de Lefèvre-Gineau ont montré que 

1«A=: 18827, 15 grains : 

donc, pour convertir un nombre quelconque de kilogrammes en 
livres y il n'y a qu'à multiplier 18827«,15 par ce nombre^ et ré- 
duire ensuite le produit en livres. Réciproquement, pour con- 
vertir un nombre quelconque de livres en kilogrammes, on com- 
mencera par le réduire en grains, et on divisera ensuite le résultat 
par 18827,15. 

Exemples. 1* Combien 5^^,85 valent-ils de livres? 

Réponse : 

5^,85= 18827«,15X5,85= 1101388,8 = 1 l''15«l®50«,8. 

2» Combien 6''5® valent-elles de kilogramims? 

Réponse : 6^5»= 58176«=(-ï||Jj^)"=3'^,09. 

175. Des. expériences très^précises ont appris quft560' va- 
lent 81*; de sorte que l'=|i*, et que l*=|ûf. 

D'après cela, pour convertir. une somme de francs^ par exem- 
ple 254^,95, en livres^ sous et deniers^ il n'y aura qu'à en pre'ndre * 
les %\j ce qui se fera en l'augmentant de sa 80* partie, que l'on 
obtiendra en prenant le 8« de la somme proposée, après avoir re- 
culé la virgiUe d'un rang vers la gauche : puis à convertir succès^ 
sivement les fractions décimales de la livre et du sùu respectivement 
en souiS et en deniers, en les multipliant par 20 et par 12. On fera 
donc le calcul suivant : 

254 ,95 

3 ,1869 
258%1369 

2- ,738 

8^ ,856 

Ainsi 254',95=:258«2'9^ (IGo^. 
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Si maintenant on veut évaluer en francs un certain nombre de 
Hvresy sous et deniers^ par exemple 258*2'9*, on commencera 
par réduire les deniers en fraction décimale du sou^ en lesdivisant 
par 12 ; puis les sous en fraction décimale du franc, en les divisant 
par 20; et Ton trouvera ainsi que 

258*2-9*=258*2-,75 = 258*,l4; 

puis, pour convertir en francs V expression nouvelle de la somim/e 
proposéCyil faudra en prendre les .§f , oula diminuer desaSl* par-- 
tie laquelle s'obtiendra en la divisant par 9, puis en prenant le 
9« du quotimu. On aura donc 



258 


,14 


t9 


,e? 


3 


,19 



254' ,95 

176. Enfin, pour faciliter les conTersions des anciennes 
mesures en nouvelles, et réciproquement, on a construit des 
tables qui donnent en décimales les 9 premiers multiples de 
chacun des rapports du mètre à la toise, au pied, au pouce et 
à la ligne, et réciproquement, et de même pour les autres me* 
sures; de sorte que, parleur moyen, on n'aura que de simples 
additions à faire. pour effectuer ces conversions. Ces tables 
sont insérées chaquç année AdJï^V Annuaire du Bureau des Lon- 
gitudes. 

S III. MESURES ÉTRANGÈRES. 

177. Les systèmes de mesures suivis par les antres nations 
européennes , sont encore presque tous irréguliers, et le calcul 
s*en doit faire, comme celui des anciennes mesures françaises, 
d*après les règles des nombres complexes, que nous établirons 
au chapitre suivant. En donnant ces systèmes avec leurs liai- 
sons Jégales, il ne serd pas nécessaire d'en dresser des tables, 
comme on le fait habituellement, et il sera plus utile aux 
élèves de faire eux-mêmes les réductions et conversions aux- 
quelles donne lieu la comparaison de ces différents systèmes. 
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La Belgique el la Grèce sont, jusqu'à: présent, les seuls pays 
étraugersoù TiUii. suive le système métrique sans aucune mo- 
dification. 

La Hollande, depuis 1820, emploie le même système, maïs 
avec les noms anciens adaptés aux nouvelles mesures. 

En 1610, le duché de Bade adopta lesyatèrae métrique ainsi 
modifié:.un jîîedde.3 décimètres, une aune de ;2 pieds, une 
toise de six pieds^une.p^r/^Â^ de .10 pieds» une /tj^re de 500 gram- 
mes, le pied. et la livre ayant des divisions décimales. 

La réforme prussienne, faite en 1816, n'a pris au système 
métrique que quelques divisiQns:décimales.,6Ue consacre pour 
toute la.monarchie.lepîfi^ du Rhin,, égal à 313^8530 millimè*' 
très,. et divisé en douze j90ta^; uneaum de 25 pouces ^, une 
toise de 6 pied£i, une perche de .12 pieda« cette toise et cette 
perche étant divisées en parties décimales. Le mille est de 
StOOO perches. Pour les matières sèches, le tonneau est de 
4 scheffelf et 9 tonneaux.font 64 pieds cubes. Pour le vin, Vei- 
mer, divisé en 2 .anker et en 60 maas, vaut 3840 pouces 
cubes, en sorte quej4.eimer font.5 schefiel. La livre de Colo- 
gne est devenueJaJivre prussienne, et équivaut A467 grammes 
et deux tiers : elle représente la 66* partie du poids du piad 
cube d'eau distillée, ^pesé dans l'air, à 15 degrés du thermo- 
mètre vRéaumur * ; elle se divise en 3^loth. et 1 28 ^ntin. Poifr 
la monnaie, on fait usage du marc,. ou demi-livre, divisé en 
288 grains. "^ 

D*après les travaujK de Kat^ylà, longueur du pendule simple 
gui bat la seconde àla latitude de; Londres est de.39, 1393 pouces 
angIais,dontl2formenUe|?ied,\ celui-ci, comparéau mètre,s'est 
trouvé de 3ûj^9794ô,millimètres..L!aunè,quyar|l est de.3 pieds ; 
la toise ou brasse,,uomm.ée,/ai/iom, e$tide?fitpiéds..Une.ordon- 
nanoe de Henri YH fixe, le w«e itinéraire à 880 fathoms ; ce 
mille se. divise. eu 8 /iirtony^ ou. stades, chacun de 40 perches 
ou pôles. Pour les mesures agraires, 40 perches aarrées font un 



-»^^^— <ii ■■■III ■ I ■ I I 1 



♦ Ce thermomètre est celui où rintefraUe compris entre les points de la 
congélation, et derébuUitio&4e Vexù est» divisa en ao partiies égales. 
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roodj et le quadruple un acre. Suivant la loi nouveliCy un pouce 
cube d*eau à 62 degrés Fahrenheit et 30 pouces de pression 
barométrique pèse 252,458 grains, dont 5760 font la Hyre troy^ 
et 7000 la livre avairdupoids; la première, servant à peser les 
matières précieuses, se divise en 12 onces, Tonce en 20 penny, 
le penny en 24 grains; la seconde, pour les pesées du com- 
merce, se divise en 16 onces, et l'once en 16 drachmes. La 
livre troy pèse, défait, 373,233 grammes, et la livre avoirdu- 
poids 453,5 grammes. Pour les mesures de capacité, il y a un 
gallon dit impérial contenant 10 livres avoirdupoids d'eau pure 
à 62''F. et 30 pouces de pression, et une contenance réelle de 
4,543 litres ; il se divise en quarts et huitièmes; 2 gallons font 
un pech^ 8 un Imsfiel, 24 un sack, 64 un quarter^ et 288 un 
chaldron. Les étalons des mesures anglaises, qui ne s'accordent 
point exactement avec les mesures métriques, ayant été brûlés 
dans le récent incendie de la Tour de Londres, sont à refaire; 
et sans doute on remontera, par des comparaisons plus soi- 
gnées, à la source des divergences en question. 

L'Espagne vient d'adopter le système métrique. Les an- 
ciennes mesures étaient : un pied de 282,6 millimètres réduit 
à 278,4 par les ingénieurs, pour qu'il fût à celui de Paris dans 
le rapport exact de 6 à 7, en sorte que 7 nouveaux pieds d'Es- 
pagne valent 6 pieds de Paris ; une aune ou vara de 3 pieds ; 
une livre de 460 grammes. 

Le Portugal, en 1825, a pris pour aune ou vara une lon- 
gueur de 1 1 décimètres, et pour livre un poids de 459 grammes. 

Une réforme a eu lieu en Suisse, en 1850, pour y établir l'uni- 
foanité des mesures sur les bases suivantes: un ptecf de 3 déci- 
mètres, une /t^ede^500 grammes, et une pinu d'un demi-litre. 

En 1823, la àuède a revisé ses poids et mesures. Le pied, de 
296^9 millimètres, a été divisé en parties décimales. Le 10* du 
pied cube est l'unité des mesures de capacité, sous le nom 
de kanna; m^is^on a conservé les huit espèces de livres qui 
étaient en usagé dhns ce pays. 

Une pareille révision vieij| d'avoir lieu en Russie ; on y a 
conservé les mesures linéaires modifiées par Pierre le Grand 
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en sorte que la sagène a été fixée à 7 pieds anglais ; Tanne ou 
arschine en est le tiers, et se divise en 32 doigts, dont 24 for- 
ment une coudéCy et 16 un pied. Le verst, mesure itinéraire, est 
de 500 sagèncs. Le v^dro des liquides est de 12 litres et un tiers, 
et le tchetvert des graines de 209,8 litres. La livre est de 
409 grammes et demi, et 40 livres font un pud. 

L*Âutriche est aussi occupée d'une révision de son système 
de poids et mesures. Le pied est de 316 millimètres, et la livre 
de 560 grammes ou la 56* partie du poids d'un pied cube 
d'eau. 

En général, les systèmes de mesures sont anglais aux États- 
Unis, portugais au Brésil, espagnols dans toutes les anciennes 
colonies d'Espagne. 

Quant aux monnaies étrangères, comme elles n'ont aucune 
liaison simple avec les poids et mesures, on ne peut que les 
ranger en un tableau, que Ton trouvera à la fin de cet ou- 
vrage. 
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CHAPITRE IX. 

CALCUL SES NOMBRES COMPLEXES. 
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178. Les nombres concrets qui, comme 20 francs, 3 mètres 
48 cestimètres, 5 kilogrammes 236 grammes, etc., renferment 
une ou plusieurs unités assujetties à la loi décimale, se nom- 
ment nombres incomplexes. On appelle au contraire nombres 
complexes ceux qui contiennent différentes espèces d'unités 
dépendantes les unes des autres suivant une loi quelconque,, 
mais autre que la loi décimale. Tels sont les nombres 3* 4% 
4''5''7P, \3^ W 4°36«, etc. C'est le calcul de celte espèce de nom- 
bres que nous allons maintenant faire connattre. 

S I. ADDITION, 

179. Un ouvrier travaillant pendant 3 semaines a gagné 
lb*U*l^\ pendant lapremière; 21*16' lO^l pendant la seconde; 
8* 19' h^^ pendant la tiroisième. Combien a-t-il reçu pour ces trois 
semaines ? 

Il est clair que le gain total de l'ouvrier se compose des gains 
particuliers qu'il a faits pendant chaque semaine ; en sorte qu'il 
s'agit d'addilionner les sommes qui les expriment. 

Pour y parvfftnir, 'disposez cCabord les nombres à additionner 
Jes uns au-dessous des autres^ de manière que les unités de la même 
' espèce soient dans v/ne mime colonne; puis additionnez successive ' 
ment les nombres contenus dans chaque colonne, en commençant 
par celle des pltts basses unités : si la somme contient des unités de 
Tordre immédiatement supérieur^ on les retient pour les ajouter 
avec celles de cette espèce; dans le cas contraire, on écrit le résultat 
tel qu*on Va trouvé. 
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On écrira donc les nombres ci-dessus de la mapière sui- 
vante : 

1D«*.. lia»*» ^Z 

21 ... . 16, , . . 10 ^ 
46*. ... 7V . . . 11*^ 

On dira : i+l+é = îi= 1 Aï j'écris ^, et je reliens l tlt- 
uier. 1 et 7, 8; et 10, 18; et 5, 23; 23 deniers valent 1 sou cl 
11 deniers : ainsi j*écrîs 11 deniers et je retiens 1 sou. 1 et 1,2; 
et 6. 8;. et 9, 17; j'écris 7, et je retiens 1 ; et 1, 2; et 1, 3; 
et 1, 4, 4 dizaines de sous valent 2 livres; je retiens donc 
2 livres, etc. 

Ainsi l'ouvrier a gagné en 3 semaines 46* 7* 11**^. 

S II. SOUSTRACTION. 

180. De deux lingots d'or, Vun pèse 3^ 2** 24»^,. et Vautre 
pèse 1^ 14® 5** 36» §. De combien le premier est^il plus pesant que 
k second? > 

On résoudra évidemment cette question en soustrayant le 
poids du plus petit lingot de celui du plus grand. 

Pour cela on disposera les calculs comme nous Savons fait 
pour Vaddition, en écrivant le plits petit., nombre sous le plus 
grandy et Von opérera la soustraction par parties^ en commençant 
par les imités de la plus basse espèce. Si quelqu'une des soustrac^ 
tiens partielles auxquelles on sera ainsi conduit se trouve impossi- 
ble , on ajoutera au nombre, dont on devra soustraire une unité de *"' 
'Vespèce immédiatement supérieure, et Van augmentera aussi 
d^autant le nombre d^unités de cette espèce dans le nombre à 
^oiLstraire. 

On écrira donc les ieux nombres ci-dessus ainsi qu'il suit : 

^^ 0« 2*^ 24«i 

l 14 5 36 1 

1^ 1» 4° 598| 
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On est d^abord conduit à soustraire la fraction f de la frac- 
tion I; et pour cela on les réduit au même dénominateur, ce 
qui les transforme respectivement en | et |. Comme là première 
ne peut se soustraire de la seconde, j'augmente le numérateur 
de celle-ci de son dénominateur (114), et je soustrais alors f 
de I; le reste est f , et je reliens 1 ; et 36 font 37 ; 37 de 24, 
cela ne se peut pas; alors j'ajoute à 24 grains un gros qui vaut 
72 grains; 37« de 96«, il reste 59 grains, que j'écris, et je re- 
tiens un gros; 1 et 5, 6 : dé 2, cela ne se peut pas ; j'ajoute à 
2 gros 1 once qui vaut 8 gros; 6» de 10*, il reste 4% et je re- 
tiens 1 once, etc.; de sorte que le premier lingot d'or pesait 
1*^1»4°598^ de plus que le second. 

S III. MULTIPLICATION. 

181. Pour étendre aux nombres concrets la définition du 
n* 23, il faut concevoir que le produit se compose avec le multi- 
plicande comme le multiplicatey/t* est composé avec l'unité de son 
espèce; de sorte que, multiplier un nombre quelconque par un 
nombre complexe, c'est multiplier le multiplicande par le rapport 
du multiplicateur à Vunité de son espèce. 

Cela posé, nous distinguerons deux cas, suivant que le mul« 
tiplicateur sera un nombre incomplexe ou un nombre com- 
plexe. 

Proposons-nous donc d'abord de multiplier 12»13'10* par ^ 
toises*. Le rapport de 5' à V étant le nombre abstrait 5, il s'a- 
gira simplement de multiplier 12*i3'10* par 5. Pour cela nous 
multiplierons successivement les diverses espèces d'unités de 
ce nombre par 5, en commençant par celles de l'ordre infé- 
rieur, aûn de réunir à chaque produit partiel les unités de son 



"^ On est conduit à cette opération pxr la question suivante : Une toise d'ou- 
vrage a été payée 12* 13* 10'; quel est le prix de 5 toises du même ouvrage ? 
En effet, le prix de 5 toises doit être composé avec celui d'une toise comme 
5 toises sont composées avec une toise; de sorte que, pour avoir ce prix, il 
n'y a qu'à multiplier 12* 13* 10* par le rapport de 5^ à F. 
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espèce que pourra renfermer le produit partiel précédent. 
Nous dirons donc : 5 fois 10** font 50**, qui valent 4"+ 2"*; j'écris 
2^ et je retiens 4»; 5 fois 3', 15% et 4", 19'; j'écris 9' et je 
retiens 1 ; 5 fois 1, 5, et 1, 6; 6 dizaines de sous valent 3* : je 
retiens donc 3*; 5 fois 12 , 60 , et 3 , 63 . Ainsi le produit 
demandé est 63* 9* 2*. 

On sent que cette méthode serait trop longue si le multipli- 
cateur était un nombre considérable : on a trouvé le moyen 
d'arriver plus rapidement au résultat^n décomposant les col- 
lections des diverses unités que renferme le multiplicande en 
parties aliquotes de l'unité immédiatement supérieure, c'est-à- 
dire en partias qui soient des diviseurs exacts de cette unité» Cette 
méthode de multiplication a reçu en conséquence le nom de 
midtiplication par les parties aliquotes. 

182. Proposons-nous, pour l'expliquer, de multiplier 
12* 13- 10"* ;?ar 535. 

Pour multiplier 12* 13» 10* par 535, nous multiplierons 
successivement toutes les parties de ce nombre par 535, en 
commençant par les unités de la plus haute espèce, et nous 
disposerons les calculs comme ci-dessous : 





535. 


12» 
535 


13- 


10^ 


Produit de 10' par 


6420;^ 

267 

53 

26 

13 

8 


10- 

10 

15 

* 

7 
18 




.... 1 ... 


• • • • 




6«» . . . 


• • • • 


6* 


.. <i ... 


4 




M 





6790* 



0' 



lO*» 



Le produit de 12* par 535 est 6420*. Maintenant je décom- 
pose 13- en parties aliquotes de lalivre, qui vaut 20% c'est-à- 
dire en 10* -|- 2" + 1'; de sorte que, pour multiplier 13» par 535, 
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il suffira de multiplier successivement 10", 2* et 1* par 535. Or 
LC'Somt la moitié de la livre : donc le produit de 10* par 535 est 
la moilië du produit d'une livre p'^r 535 ou la moitié do 535* ; 
on voit feuDilement que cette moitié e8t.267* 10*. 2' sont { de 10*; 
donc le preduit de 2* par 535 sera le cinquième du précède» t^ 
c'est-à-dire le cinquième de 267* 10*. Or, le cinquième de 267» 
est 53^9 et il reste 2*, qui valent 40% et 10% 50% dont le cin- 
quième est 10*; ainsi le produit de 2* par 535 est 53* 10*. 1* est 
la moitié de 2* : donc le produit de 1* par 535 sera la moitié du 
précédent, ou 26* 15*. Il nous reste à multiplier 10' par 535. 
Pour cela, je décompose 10' en parties aliquotes du sou, qui 
vaut 12*, c'est-à-dire en 6'-|-4*; de sorte que, pour multiplier 
10* par 535, il faudra multiplier ces deux parties par ce nom- 
bre; mais 6' sont la moitié du sou, et 4' en sont le tiers: 
donc les produits de 6' et de 4' par 535 seront respectivement 
la moitié et le tiers du produit de i* par 535, c'est-à-dire de 
26* 15*; ainsi il sera facile de les former. En additionnant en- 
suite tous les produits partiels, on obtiendra 6790* 10* pour la 
valeur du pix>duit total demandé. 

185. Proposons-nous maintenant de mulUpUer deux nom-- 
bres complexes Vun par FaiUre, par exemple, 12* 13* 10* par 
535"^ 5»* tf I*. 

Il s'agira donc de multiplier le multiplicande par le rap- 
port du multiplicateur à la toise, ou, ce qui revient au même, 
de le multiplier par les rapports respectifs de 535 toises, 
de 5 pieds, de 8 lignes et des { d'une ligne à la toise. Nous 
allons effectuer successivement ces quatre multiplications 
partielles, et nous disposerons les calculs de la manière sui- 
vante : 



* On est conduit à cette opération par la question suivante : Une toise d'ou- 
vrage a été payée 12* 13* 10* j quel sera le prix de 535^5? g» |î 
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15* 13* 10** 
535^ b^ 8>| 

Pmduil par b^b'^ 6790* 0» 10^ 

3^ 6 6 11 

2...... 4 4 7 h^m 

3 10 e 44 

4 1 2 iés = m- 

il 1 &^ 1997 

6 ^ " ^ 8UÎ— 2692 

6 ^ ^ * T296 — ^0a 

6800* 14* n^ ï§ï^ 

D'abord le produit du multiplicande par 535^ a été calculé 
tout à l'heure. Pour obtenir le produit de ce nombre par 5^, je 
Recompose 5** en parties aliquotes de la toise, qui vaut 6**, c'est- 
à-dire en 3^+ 2^ : or 3"* et 2** sont respectivement la moitié et 
le tiers de la toise. Ainsi j'aurai les produits du multiplicande 
par les rapports de 3** et de 2** à la toise en prenant la moitié et 
le tiers de ce multiplicande, ce qui est facile. Pour multiplier 
maintenant 12* 13* lO'' par 8^ (c'est-à-dire parle rapport de 8* 
à la toise), je décompose 8^ en parties aliquotes du pouce, qui 
vaut 12\ et la décomposition la plus simple est évidemment 
4* -f- 4^ : de sorte qu'il s'agit de multiplier le multiplicande par 4*. 
Or 4^ sont 7^ de 2** : donc le produit du multiplicande par 4* 
est ^ de celui de ce nombre par 2**. Mais comme il n'est pas 
commode de prendre directement 7^ d'un nombre, j'observe 
que ^=i X i, et qu'ainsi nous obtiendrons le produit par 4' 
en prenant d'abord i du produit du multiplicande par 2**, ce 
qui nous donnera le produit de ce nombre par 3** (c'est ce que 
les arithméticiens appellent produit auxUiairé)^ et cherchant 
ensuite ^ de celui-ci. Nous avons eu soin de barrer le produit 
auxiliaire afin de n'en pas tenir compte dans l'addition des 
produits partiels.' Enfin on obtient le produit du multiplicande 
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par I en décomposant cette fraction en parties aliquotes de 
Funité, qui vaut 6 sixièmes, c'est-à-dire en | = ^, plusf= J- 
On sera ainsi conduit, pour avoir le produit du multiplicande 
par I de ligne, à prendre | et 1*5 du produit de ce nombre par 
4^ Il ne restera plus qu'à additionner tous les produits par- 
tiels, et on aura le produit total demandé. 

S IV. DIVISION. 

184. Nous distinguerons deux cas principaux, selon que le 
dividende et le diviseur seront de nature différente ou de même 
nature. 

Si le dividende et le diviseur sont de nature différente^ il pourra 
se faire que le diviseur soit un nombre incomplexe ou un nombre 
complexe. 

Examinons successivement ces différents cas. 

!•' Cas. — Diviser 166* IV 3^ i par 27"^*. 

Puisque le dividende doit toujours être considéré comme 
un produit dont le diviseur et le quotient sont les facteurs, 
on voit que l'un d'eux doit être un nombre concret de même 
nature que le dividende : donc il faut dans cet exemple 
que le quotient soit un nombre de livres; de sorte que la 
question revient à trouver un nombre qui, multiplié par 
le nombre abstrait 27, reproduise 166» 17» 3^^; donc le 
quotient est ja 27* partie de ce nombre, et on l'obtiendra par 
conséquent en divisant successivement chacune de ses parties 
par 27. 

On disposera les calculs comme il suit : 



* On est conduit à cette opération par la question suivante : 27 toises d'ou- 
vrage ont été payées 166* 17* * quel est le prix de la toise? 



166« 
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17- 3**^ 27 


4 
20 


6* 3- l^il 


80' 
17 




97« 
16 
12 


~ 


192^ 
3| 
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Le quotient de 166* par 27 est de 6*, et le reste est 4*, qu'il 
faut encore diviser par 27. Pour cela on convertit ces 4* en 
sous en les multipliant par 20, ce qui fait 80«, et ces 80- réunis 
aux 17- du dividende forment 97% que l'on divise par 27. Le 
quotient de cette seconde division est 3% et le reste est 16-. Ces 
16* doivent encore être divisés par 27. Mais 16- valent 16 fois 12^ 
ou 192"* ; en les ajoutant aux 3^ du dividende, on trouvera \^i^^ 
qu'il faut enfln diviser par 27 : le quotient est 7^ if (127). 
Ainsi le quotient demandé est 6*3* 7*^^. 

Ce procédé revient^ comme on voit, à diviser successivement 
Us collections des diverses espèces d'unités du dividende par le 
diviseur^ en commençant par celles de U ordre le plus élevéy et à 
convertir en unités de Vordre immédiatement inférieur le dernier 
reste de chaque division partielle, en y ajoutant le nombre d'unités 
de cette espèce que contient le dividende, ce qui donne un nouveau 
dividende partiel que Von divise par le diviseur. 

188. 2«riAS. Diviser Ik'^yb^parb'^k^df. 

En raisonnant comme dans l'exemple précédent, on verra 
que le quotient doit être de même nature que le dividende, et 
exprimer par conséquent des livres ; de sorte que |a cpjestion 
revient à trouver un nombre qui, multiplié par le diviseur. 
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c'est-à-dire par son rapport à la toise (181), reproduise le di- 
vidende. Il s'agit donc de diviser 14* 5» 5* parce rapport, ce 
qui nous ramène au cas précédent. 

Or S'' 4' 3» =41 If; une toise vaut 72p : donc le rapport du 
diviseur à la toise est Af^=:^, Ainsi il faut diviser 14*5-5* 
par ^, ce qui donne lUU^-jÇ-Lja (126) = a 4a|^ i O' ^jg» jo» 
(184). 

186. 3* Cas. — Exaniinons enfin le cas où le dividende et 
le diviseur sont deux nombres complexes de même nature, et 
proposons-nous, par exemple, de diviser Ik^b'b^ par 2« 10% 
le quotient devant exprimer des toises, pieds et pouces*. 

Le dividende est le produit du diviseur par le quotient, c'est- 
à-dire par le rapport du nombre de toises demandé à la toise : 
donc on aura ce rapport en prenant celui de 14* 5' 5** à 2* 10*. 
Or 14* 5- 5*=i3425*; 2* 10'= 600* : donc le rapport demandé 
est %\j^=W; donc le nombre de toises cherché est le quo- 
tient de la division de 137"»' par 24. En efifectuant cette division 
par la règle du n» 184, on trouvera pour quotient S'' 4^ 3». 
• 

187. On ramènerait immédiatement le calcul des nombres 
complexes à celui des nombres incomplexes, en réduisant les 
subdivisions de l'unité principale de chaque nombre complexe 
en fractions de cette unité. Ainsi, dans la question du n* 185 
on observerait que 4"* 3p valent 51^, tandis que la toise en 
vaut 72, de sorte que S'k^3f = b''f^=b''^; que de même 
14* 5- 5*= 14* il, de sorte que l'on trouvera le prix de la 
toise en divisant 14* }| par 5 ^. 



* Quand le dividende et le diviseur sont des nombres concret» de même es- 
pèce, Pénoncé de la question qui conduit à la division proposée indique tou- 
jours de quelle nature doit être l'unité principale du quotient. Supposons par 
exemple, cette question : Une toise cCauvrage a coûté V 10«; combien fera- 
t-on de toises du même ouvrage pour 14* 5' 5*? Si l'on connaissait le nombre 
de toises demandé, il est évident qu'en multipliant 2" 10% prix d'une toise, 
par ce nombre, on devrait trouver 1h* 5» 5*; donc, en divisant 14* 6» 5* par 
2* 10*, on obtiendra ce nombre de toises. 
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188. Les preuves de Vaddition et de la soustraction se font 
comme celles des mêmes opérations sur les nombres incomplexes. 
Quant à la preuve de la multiplication^ U n'y a qu'à multiplier 
les deux facteurs par un même nombre^ et le nouveau prodùU 
devra être égal au premier multiplié par le carré de ce nombre. 

Pour faire la preuve de la division^ multipliez de mims le divi- 
dende et le diviseur par un mêms nombre; recommencez la divi^ 
sion^ et vous devrez encore trouver le mêms quotieru. 
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CHAPITRE X. 



PROBLEMES. 



Problème XXU. Un tonneau contenait 128 | litres devin; on 
en a tiré 109 f litres : combien vauty à moins d*un demi>cen- 
time, le vin qui reste^ en supposant que le prix du litre soit de 
Of,75î 

On trouvera facilement qu'il reste dans le tonneau 18 jj litres. 
Pour en avoir le prix, on réduira 18 {} en une seule fraction, 
et la question sera ramenée à celle-ci : 1 litre devin coûte 0',75 : 
quel sera le prix de^de litre f 

Il est clair que les ^ d'un iiire coûteront les ^ de 0',75, 
c'est-à-dire JULi^Mi^oii&^MJL (99, ^•) = &^z=: 14',21 (141 
et 16ë). 

Remarquez que, pour multiplier un nombre par 25, on peut 
le multiplier d'abord par 100, puis prendre le quart du produit; 
et qu'au contraire^ pour diviser un nombre par 25, on peut le 
multiplier éf abord par 4, puis diviser le produit par 100. 

XXIII. 9,7 mètres de drap ont coûté 459', 35 : quel est le prix 
du mètre? 

9"», 7 =97 décimètres : donc un décimètre coûte 4^^ ; donc 
le prix d'un mètre sera ^^gy^'> ' o =-i^gj^=47',36 à moins 
d'un demi-centime. 

XXIV. Un tapis a 7 { mètres de long «ir 5 | de large; on 
voudrait le doubler avec de la toile à ^ de large : combien en 
faut-il de mètres? 

Je convertis d'abord chaque nombre entier et la fraction qui 
l'accompagne en une seule fraction, puis je réduis les fractions 
qui expriment les largeurs de la toile et du tapis au même dé- 
nominateur, et la question est ramenée à celle-ci : Un tapis a 
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^ mètres de long sur ^ de mèlre de large : combien faudra-t-il, 
pour le doubler, de mètres d'une toile qui aurait f de large? Si la 
toile avait ^ de mèlre de large , il en faudrait évidemment 
^mètres de long pour doubler le lapis; donc, si elle n'avait 
que i de mèlre de large, il en faudrait 51 fois ^ mètres, etc. 
Réponse: ^^=f^=47",81. 

XXV. 4",68 d'une certaine étoffe ont coulé 56', 16 ; quel serait 
le prix de 13«,5? 

En observant que 4",68=i=468 cenlimèlres, et que 13«,5 
= 1350 centimèlrcs, la queslion revient à celle-ci : 468 C6?m*- 
mètres d'une certaine étoffe ont coûté 56^,16; quel est le prix de 
1350 centimètres de cette étoffe? 

Réponse : 

408 — bâ — Ta — — u ,ij.ijdO = loz', 

XXVI. Une montre marque midi, de sorte que Vaiguille des 
minutes est sur celle des heures : à quelle heure se fera la première 
rencontre des aiguilles? 

Il est clair que si Ton augmente ou si Ton diminue d'une 
même quantité les vitesses de deux mobiles, leurs mouvements 
relatifs ne seront pas altérés : ainsi les mouvements qui s'exé- 
cutent à la surface de la terre sont absolument lesmôïnes qu« 
si ce globe était immobile. Si dune on diminue les vitesses de 
nos deux aiguilles de celle même de l'aiguille des heures, ce 
qui réduira celle-ci au repos, il faudra toujours à l'aiguille des 
minutes le môme temps pour atteindre celle des heures. Or 
cette dernière parcourt 5 divisions du cadran en une heure, 
et l'autre en parcourt 60; la question sera donc ramenée à 
celle-ci : Vaiguille des minutes est sur midi; elle franchit 55 di- 
visions en une heure : combien mettra-t-elle de temps pour 
revenir au point de départ^ c^est-^i-dire pour pàrcouiir 60. divi- 
sions? 

Réponse : l*'5'f^. 

Si Ton suppose que les aiguilles tournent en sens contraire^ 
il faudra toujours diminuer la vilesse de Taiguille des heures de 
sa propre vilesse, afin de rendre cette aiguille immobile; mais 

10 
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on devra augmenter d'autant la vitesse de l'aiguille des minutes 
pour que leurs mouvements relatifs ne soient pas altérés. 

Ce problème et le XVII» auraient pu se résoudre par la 
même méthode. 

XXAII. Un négociara doit payer 3600 rtmhles à Pétersbourg^ 
et le CHANGE est à kkf pour 10 roubles*. D'un autre côté, le change 
est à 56 florins | (P Amsterdam pour 120^ ; à 35 florins { d^ Ams- 
terdam pour 40 marcs de Hambourg ^ et à 148 maires de Ham-- 
bourg pour 64 roubles. Doit-il prendre directement u/n effet sur 
Pétersbourg, ou prendre du papier sur Amsterdam pour Véchan" 
ger successivement contre du papier sur Hambourg et Péters- 
bourg? 

On voit d'abord immédiatement que, 10 roubleç valant 44', 
3600 roubles vaudront 44'.360 = 15840' ; telle est donc la 
somme que notre négociant devrait payer pour avoir un effet 
de 3600 roubles. 

D'un autre côté, d'après la valeur du change, 1 florin 
vaut 120' : 56 } = H^^T*.; 1 marc vaut 35" i : 40 =i^, et 
1' = m^ = ^ ; ainsi un rouble vaut les fj des i^ de ^^, 

et par conséquent 3600' = ^-2<>;iV7^4Îiovi6^^^ = ^f^ (99, 2») 
= 15513', 11. II sera donc plus avantageux pour notre négo- 
ciant de prendre la voie d'Amsterdam et de Hambourg pour 
acquitter sa dette à Pétersbourg. 

On trouvera facilement que la lettre de change sur Hambourg 
doit être de 8325 marcs, et celle sur Amsterdam de 7336^^. 

XXVIII. Quel est le nombre dont les -^ font 497 ? 
Réponse ; 781 (124). 

XXIX. Quel est le nombre qui surpasse ses f de 420 ? 

Un nombre surpasse ses { de ses f; donc les f du nombre 
inconnu font 420; don^c, etc. 
Réponse : 945. 



♦ C'est-à-dire que, pour faire payer 10 roubles à Pétersbourg, il faut payer 
44' à Paris ; et coqqime 10 fouliles ne valent tlellement que 40', on voit que le 
prix du change est dfe 4'. « 



0' 
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XXX. Quel est le nombre qui, augmenté de ses J, fait 650 ? 
Réponse : 450. 

XXXI. Quel est le nombre qui, diminué de ses |, fait 72 î 
Réponse: 180. 

XXXII. Quatre joueurs se sont associés : le premier a gagné 
35'; le second, le neuvième du gain total; le troisième, les^ de ce 
gain; et le quatrième. Us ^ de ce même gain. Combien chaque 
joueur a-t-il gagné ? 

Si l'on observe que i + J + ^^e^^ on verra que le gain 
total se compose de ses 51, et en outre de 35'; donc 35' sont 
les ifs de ce gain : donc, etc. 

Réponse : 360'. 

XXXIII. Un père, en mmrant, ordonne que Vatné de ses enfants 
prendra le quart du bien qu'il laisse; le second, 12000' et le cin- 
quième du reste; lé troisième, 8000', le cinquième du reste 
n le seizième des deux premiers, plus 5000' ; enfin, que le qua- 
trième recevra le reste, 24000'. Quelle m la part de chaque 
enfant? 

L'inconnue de la question est évidemment la valeur de l'hé- 
ritage. Or rainé, prenant le quart du bien, ne laisse que les | à 
partager entre ses frères. Sur cette somme le second prélève 
d'abord 12000' : le reste est donc égal aux | du bien diminués 
de 12000', quantité dont le cinquième égale ^ de rhéritage, 
moins 2400'. La part du second fils est donc composée des ^ 
delà succession et de 12000'— 2400' = 9600'; la somme qu'il 
laisse aux deux autres est donc égale à (| — t^) de l'héritage 
moins 9600', ou aux % du bien, moins 9600'; en sorte que les 
deux aînés ont eu \ de la succession augmentés de 9600'. Le 
troisième enfant prélève 8000' sur ce que ceux-ci ont laissé; 
ainsi le reste vaut | du bien, moins 9600', naoins 8000', ou 
moins 17000'. Il en prend le chiquième, c'est-à-dire ^ de rhé- 
ritage, moins 3520'; il reçoit encore un seizième des deux pre- 
miers, plus 5000', ce qui fait i^ du bien, plus 600', plus 5000', 
ou plus 5600' ; la part du troisième enfant est donc égale à 
8000' + ^i^ du bien — 3520' +^ du bien -f- 5600'=^ du 
-bien -f- 10080'. U laisse conséquemment au quatrième | di^ 



14S PROBLÈMES. 

bien — 9600' —^ du bien— 10080', ou ^ de rhéritage 
diminués de 19680'. Hais le quatrième enfant a pour sa part 
S4000' : par conséquent, 

^ de r héritage— 10680' égalent 24000'; 
donc ^ de rhérilage égalent 24000' +19680' = 43680'; 

^5 de rhérilage égale ^¥^=^80'- 

L'héritage vaut donc 480' x 200 = 96000'. 

Le père a donc laissé 96000' à ses enfants. Effectuant main- 
tenant les opérations indiquées dans Ténoncé, on trouve que 
chaque enfant devait recevoir 24000'. 

XXXrV. Un ouvrier n'avait plus que 6' lorsqu'on lui paya 
b semaines de travail; 2 semaines aprhSj il avait déjà dépensé les 
\ de tout son argent; mais ayant alors reçu le prix de son travait^ 
pour ces deux semaines^ il se trouva avoir 21'. Combien gagnait-U 
}ar semaine? 

Deux semaines après avoir reçu le prix de son travail pour 
5 semaines, cet ouvrier ayant dépensé les | de tout son argent, 
il ne lui en restait plus que le quart, c'est-à-dire le quart du 
prix de son travail pour 5 semaines, plus f '= l',5, ou, ce qui 
revient au même, f de ce qu'il gagnait par semaine, plus l',5. 
Mais il reçoit alors le prix de ces deux semaines : donc les 21' 
qu'il possède alors se composent de l',5, plus des | et encore 
desf de son gain par semaine, ou des -^ de ce gain, plus l',5 r 
donc les ^ de ce gain valent 21'— 1',5= 19',50, etc. 

XXXV «^ Une femme de campagne porte des œufs dans une ville 
de guerre où il y avait trois corps de garde à passer. Elle vend a%e 
premier la moitié de ses œufs, plus la moitié d^ttn opuf; au second ^ 
■ la moitié des œufs qwi lui restent^ plus la moitié d'un œuf; au troi^ 
sième^ la moitié des œufs qui lui restent^ plus la moitié d'un œuf, 
. , et arrive au marciié avec 36 œufs. Combien a-t-elle laissé dœufs^ 
dans chaque corps de garde f 

Puisqu'elle laisse dans le troisième corps de garde là moitié 
des œufs qui luîVestaient, plus la moitié d'un œuf, les 36 œuf? 
qu'elle porte au marché valent la moitié de ce nombre d'œufs^ 
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moins la moitié d'un œuf; donc elle était entrée au troisième 
•corps de garde avec 36^X2 = 73 œufs; donc elle y en a 
laissé 37. On verra de même qu'elle avait 73^X2 = 147 œufs 
•en arrivant au second corps de garde, et qu'elle en avait 
vendu 74; enfin qu'elle était partie de chez elle avec 
147 JX2 = 295 œufs, et qu'elle en avait laissé 148 au premier 
corps de garde. ^ 

XXXVI. Une personne charitable rencontre des pauvres aux- 
quels elle distribiie le quart de Vargent qu*elle a dans sa bourse, 
moins { rfe franc : Dieu^ pour la récompenser^ double ce qui lui 
reste. Alors elle entre dans une église, et dépose dans un tronc le 
tiers de ce qu'elle a dans sa bourse, plus J de franc; Dieu triple ce 
qui lui reste. EUe se rend ensuite dans une prison, où elle distribue 
ïa moitié de ce qu'elle a, plus ^ franc; Dieu quadruple ce qui lui 
reste; et elle rentre chez elle avec 100'. Combien avait- elle en 
sortant? 

Réponse : 17'. 

XXXVII. Un marchand prélève tous les ans une somme de 
4000' sur les fonds qu'il a dans le commerce, et cependant chaque 
année sa fortune augmente du tiers de ce qui lui reste, et elle se 
trouve doublée au bout de trois ans. Combien avait-il au comment 
<:ement de la première année? 

Réponse: 59 200'. ' 

XXXVIII. Un banquier voudrait payer 95' en employant 10 
pvbces tant de 5' que de 20'. Comment doit-il s'y prendre? 

Si le banquier n'employait que des pièces de 5', il ne paye- 
rait que 50', et il redevrâit ainsi 95' — 50'== 45'. Or^s'il sub» 
-stituc une pièce de 20' à une pièce de 5', il paye 15' de plus; 
donc, en remplaçant 3 pièces de 5' par 3 de 20', il auili atteint 
le but qu'il se propose. Ainsi il devra donner 7 pièces de 5' et 
3 de 20', ce qu'il est facile de vérifier. 

Remarquons que, si l'on avait proposé de payer une pmme 
moindre que 50' avec dix pièces tant de 5' que de 20', le pro- 
blème eût été impossible. ". 

XXXIX. Un marchand a reçu deux caisses contenant chacune 
150 kilogrammes de thé; il les a payées ensemble 4800', et Cune lui 
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coûu 600^ de plus que r autre. Il veut faire un envoi de 100 Ulo^ 
grammes^ qu'on lui payera 2000'. Combien doitril prendre de 
chaque espice de thé pour gagner S'^SO par kilogramme? 

Réponse : 70 de Tune et 30 de Tautre. 

XL. Un orfèvre a deux lingots Sot aux titres de 0,920 et 0,750^ 
(109). Combien doit-il prendre de grammes de chacun pour en 
composer un lingot de 850 grammes au tUre de 0,840? 

Répwise : 400< à 0,750 et 450< à 0,920. 

Xll. Un orfèvre a deux lingots de 1800 grammes chacun^ 
Vun au titre de 0,920, et Vautre à celui de 0,750. Combien doit-il 
ajouter de grammes du 2* au 1*' pour en abaisser le titre à 
0,840? 

Réponse : 1600 grammes. 

XLII. Un orfèvre a un lingot de 1200 grammes au titre d& 
0,750. Combien doit-il y ajouter (for pur pour en élever le titre à 
0,840? 

Ce problème peut se ramener aux précédents, en regardant 
For pur comme étant au titre de 1000 millièmes, 

Réponse : 675 grammes. 

XLIII. Trois frères ont acheté une propriété moyennant 50 OOC 
// manque au premier^ pour la payer à lui seul, la moitié de 
T argent qu'a le second; celui-ci payerait l'acquisition si le premier 
lui donnait le tiers de ce qu'il a; enfin le troisième^ enjoignant à ce 
quil possède le quart de la fortune du premier ^ pourrait payer 
les 50 000'. Combien chaque frère Ort-il d'argent? 

Il résulte de la première condition que le double de la for- 
tune du premier, augmenté de celle du second, forme 100 000',- 
mais, d'après la seconde condition, la fortune du second frère 
jointe au tiers de celle du premier compose 50000'; donc 
Texcès du double de la fortune du premier sur le tiers de cette 
même fortune égale l'oxcès de 100 000' sur 50 000', ou, ce qur 
revient au même, les J de ce que possède le premier forment 
50000'; donc, etc. Le premiei: avait 30000', le second 40000', 
le troisième 42 500'. 

XLIV. Un ouvrier travaillant chez un particulier pendant 
l^joursy sur 7 desquels U aeu avec lui sa femme, a reçu 74'^ //a 
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travaillé ensuite chez le même particulier 8 autres jours sur 5 
desquels il s'est encore fait aider de sa femme, et il a reçu 50'. Com- 
bien Vouvrier gagnait-il par jour, et combien sa femme gagnait- 
elle aussi pendant le mime temps? 

En comparant les temps pendant lesquels l'ouvrier et sa 
femme ont travaillé dans le second cas, avec les nombres qui 
expriment les quantités analogues dans le premier, on verra 
qu'en travaillant (12 — 8) = 4 jours sur (7 — 5) = 2 desquels 
il a eu avec lui sa femme, l'ouvrier gagnait (7 4' —50') = 24'; 
donc, en travaillant 8 jours, sur 4 desquels il a eu avec lui sa 
femme, il gagnait 48'. Mais en travaillant 8 jours, sur 5 des- 
quels il a eu avec lui sa femme, il gagnait 50'; donc la femme 
gagnait (50' — 48') = 2' par jour, et partant 10' en 5 jours ; le 
mari recevait donc, pour 8 jours de travail, 50'^ 10' = 40', et 
par conséquent il gagnait 5' par jour. 

XLV. Deux joueurs vont au jeu avec 425' et perdent 2t)0'; t^ 
comptent alors leur argent^ et Use trouve que Vun a perdu les | de 
son argent, et Vautré la moitié du sien. Combien avaient-ils chacun 
en entrant au jeu? 

En supposant que nos joueurs aient fait une perte double 
de la leur, vous trouverez qu'il ne leur resterait plus que 
25', qui exprimeraient alors le cinquième de la mise du 
premier, etc. 

Répome : Le premier était entré au jeu avec 125', et le second 
avec 300'. 

XLVI. Une personne qui a des jetons dans les deux mains dît : 
Si j'en fais passer un de la main gauche dans la droite y il y en 
aura deux fois plus dans celle-ci que dans Vautre ; si au contraire 
fen fais passer un de la droite dans la gauche, il y çn aura le 
même nombre dans les deux mains. Combien y en a-t-il dans cha- 
cune? 

Il résulte de la seconde condition qu'il y avait deux jetons 
de plus dans la main droite que dans la main gauche ; donc, 
si l'on fait passer un jeton de la gauche dans la droite, il y 
aura dans celle-ci 4 jetons de plus que dans l'autre. Mais la 
droite doit en contenir 2 fois plus que la gauche ; donc il y a 
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alors 4 jetons dans celle-ci et 8 dans celle-là; donc il y avait 
5 jetons dans la main gauche et 7 dans la droite. 

XL VU. Trois persomies ont mesuré sxiccessivemsnt la distance 
entre deux objets : la première a trouvé 536",25, la seconde 
536",40, et la troisième bZb'^^90. Cependant il importe de con- 
naître cette distance le plus exactement possible. Comment faire? 

Si chaque personne avait opéré exactement, la somme des 
résultats qu'elles auraient trouvés formerait le triple de la dis- 
tance cherchée, qui par conséquent serait le tiors de celte 
somme. Or, les trois résultats trouvés étant diffcrenis, il est 
probable qu'aucun n'est exact, et que le véritable est compris 
entre le plus grand et le plus petit des trois. En ajoutant ces 
trois résultats, les erreurs dans un sens détruiront en partie 
celles qui sont dans Taulre, en sorte que leur somme appro- 
chera plus du triple de la véritable distance que ne le ferait le 
triple de chacun de ces résultats en particulier; donc aussi 
le tiers de leur somme différera moins de la distance cherchée 
que ne le fait chacun de ces nombres. On aura donc, d'après 
cela : 

Dislance cherchée = fi'^"""^ fr ^ ^gi ^ MO ^ <^a^->P9 = 536", 1 8. 

Cette distance s'appelle distance moyenne^ parce qu'elle tient 
à peu près le milieu entre les résultats trouvés. 

XLVIII. Un marchand a trois sortes de vins, savoir : 48 litres 
à 0^55 le litre; 72 o 0^,45, et 60 à 0',75. Il les mêle, et on demande 
à combien lui revient le litre du mélange *? 

48 lilres à 0^55 valent. 0',55X48 = 26',4 
72. . . . 0,45. .. . 0,45X72 = 32,4 
60. . . . 0,75. .. . 0,75X60 = 45,0 



Donc les 180* du mélange valent ..... 10j',8 

et par conséquent le litre du mélange revient à -^j^ = 0^,58 à 
moins d'un demi-centime. 



* Ces sortes de questions sont connues des arithméticiens sous le nom de 
règles d'alliage. 
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XLIX. Un marchand a du vin qui lui coûte 15 décimes le litre. 
Combien doit-il y ajouter d^eau pour gagner 6 décimes par litre? 

Lorsque dans une certaine quantité de vin on substitue un 
litre d*eau à un litre de vin, on diminue la valeur de cette 
quantité de vin du prix d*un litre de vin, c*est-à-dire de 15 dé- 
cimes dans notre exemple; on la diminuera donc de 1 décime 
en remplaçant -^ litre de vin par -^ litre d'eau : le marchand 
diminuera conséquemment le prix d*un litre de vin de 6 dé- 
cimes en substituant à ^ = I litre de vin la même quantité 
d'eau. Le litre de mélange sera alors composé de f de vin et 
de f d'eau; donc un mélange de 6 litres sera composé de 
3 litres de vin et de 2 d'eau : donc il faut à un litre de vin en 
ajouter § d'eau. 



CHAPITRE XI. 

EXTRACTION DES RACINES. 



S I. RACINE CARRÉE. 

180. On appelle carré d'un nombre le produit de ce nombre 
multiplié par lui-même; ainsi le carré de 6 est 36. 

On appelle racine carrée d'un nombre le nombre qui, élevé 
au carré, reproduit le nombre proposé; ainsi la racine carrée de 
36 est 6. 

190. On appelle en général racine ii**"* d*un nombre le nombre 
qui, élevé à la n**"* puissance, reproduit le nombre proposé (41). 
Ainsi la racine cinquième de 32 est 2^ parce que la cinquième 
puissance de 2 est 32. 

Pour exprimer que Ton doit extraire une racine d'un nom- 
bre, on place ce nombre sous le signe ^ "i dans les 
branches duquel on écrit Yindice de la racine à extraire, 
excepté pour la racine carrée, à Tégard de laquelle on sup- 
prime l'indice. Ainsi v^ et v^32 signifient respectivement que 
l'on doit extraire la racine carrée de 36 et la racine cinquième 
dfe32. 

191. La racine carrée de 100 étant 10, on voit que la racine 
carrée de tout nombre plus petit que 100 est moindre que 10, 
de sorte qu'elle est exprimée par un nombre d'un seul chiffre. 

Au contraire, la racine carrée de tout nombre plus grand 
que 100 surpasse 10, et contient par conséquent des dizaines 
e! des unités. 

Nous distinguerons donc deux cas dans V extraction de la racine 
carrée des nombres entiers, suivant que le nombre proposé sera 
plus petit ou plus grand que 100. 
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1 02. Pour extraire la racine carrée d'un nombre plus petit que 
100, cherchez dans le tableau suivant : 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 

dont la seconde ligne renferme les carrés des neuf premiers nom- 
bres, quel est le plus grand carre contenu dans le nombre proposé; 
la racine de ce plus grand carré sera la racine demandée à moins 
d'une unité. Ainsi la racine carrée de 72 est 8, parce que le 
plus grand carré contenu dans 72 est 64, qui a 8 pour racine. 
Cette racine est exacte à moins d'une unité : car, 72 étant com- 
pris entre 64 et 81, sa racine tombe entre 8 et 9, et diffère par 
conséquent de chacun de ces nombres de moins qu'ils ne dif- 
fèrent entre eux, c'est-à-dire de moins d'une unité. 

'"193. Cette quantité dont 8 diffère de la racine carrée de 
72 ne peut pas être exprimée exactement en nombre. Suppo- 
sons, en effet, que la racine carrée de 72 puisse être exprimée 
par 8 unités, plus une fraction. Convertissons le nombre ainsi 
formé en une expression fractionnaire irréductible que nous 

représenterons par r. Alors, si on élève cette quantité au carrée 

le résultat p(i 16) devra être équivalente 72, ce qui ne se 

peut, puisque aeib étant supposés premiers entre eux, a* et 6* 
le sont aussi (85) : donc il est impossible que la racine carrée 
de 72 puisse être exprimée par un nombre entier ou par un 
nombre fractionnaire ; donc elle n'a aucune mesure commune 
avec l'unité : car, si elle en avait une, ce ne pourrait être que 
l'unité elle-même, ou une partie aliquote de l'unité*, et alors 
l'expression de la racine serait ou un nombre entier ou un 
nombre fractionnaire; donc cette racine est irrationnelle ou 
incommensurable. 



* C'est-à-dire une des quantités que l'on obtient en parUgeant Tunité en un 
nombre quelconque de parties égales. 
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Le raisonnement précédent pouvant s'appliquer à tout nom- 
bre entier dont la racine carrée n*est pas un nombre entier, 
nous en conclurons que, quand la racine carrée (Tun nombre 
entiern*est pat entière, elle est incommensurable» 

104. Occupons-nous maintenant de Tcxlraction de la racine 
carrée d'un nombre plus grand que 100. 

Cette racine devra, comme nousFavons vu (191), renfermer 
des dizaines et des unités. Il convient donc d'examiner d*abord 
quelle doit être la composition du carré d*un nombre qui con- 
tient des dizaines et des unités. 

Concevons le nombre dont il s'agit décomposé en dizaines 
et en unités, et multiplions-le par lui-môme, ce qui se fera évi- 
demment en multipliant chaque partie du multiplicande suc- 
cessivement par chacune de celles du multiplicateur. Or, en 
multipliant le nombre proposé par ses unités, nous trouverons 
évidemment 

le carré des unités et le produit des dizaines 

par les unités. 

Ensuite, en mullîplianl le nombre proposé par ses dizaines, 
nous obtiendrons d'abord le produit des unités par les dizaines, 
ou, ce qui est la môme chose, 

le produit des dizaines par les unités, puis le carré 
--^ des dizaines. 

Donc le carré d'un nombre qui contient des dizaines et des unités 
^e compose du carré des dizaines^ du double du produit des dizaitics 
par les unités , et du carré des unités*. 

iO^. Revenons maintenant à l'extraction delà racine carrée 



* On peut encore dire : Représentons les dizaines d'un nombre par a, et 
ses unités par 5; ce nombre sera représenté par (a + 6); et, pour avoij loa 
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d*iin nombre plus grand que 100. Sa racine contiendra, comme - 
nous l'avons déjà dit, des dizaines et des unités, et puisqu'un 
nombre doit toujours être considéré comme le carré de sa ra- 
cine carrée, nous pourrons regarder te nombre proposé comme 
composé de trois parties, savoir : du carré des dizaines de sa 
racine, du double des dizaines multiplié par les unités, et du 
carré -des unilés de cette racine (194). 

Si l'on pouvait détacher du nombre proposé le carré des 
dizaines de sa racine, en en extrayant la racine carrée, on 
obtiendrait les dizaines de cette racine. Mais le carré des 
dizaines de la racine, étant un nombre exact de centaines 
(34), ne peut se trouver que dans les centaines du nom- 
bre proposé, lesquelles peuvent encore contenir quelques 
centaines qui auraient reflué des deux autres parties du 
carré de la racine, plus du reste, s'il y en a un : par 
conséquent, si l'on extrait la racine carrée du plus grand 
carré contenu dans les centaines du nombre proposé, on n'ob- 
tiendra pas un nombre plus petit que les dizaines de la ra- 
cine. On ne pourra pas non plus en trouver nn plus grand,, 
sans quoi cette racine du plus grand carré contenu dans les 
centaines du nombre proposé surpasserait, au moins d'une 
unité, la racine totale*^ c'est-à-dire la racine du plm grand 



carré, il faudra multiplier (a + 5) par (a + 5), ce qui donnera lieu au calcul 

suivant L - ^ 

a +5 

a + & 

Produit du multiplicande par a. . . a^-\-a.b 

Produit du multiplicande par b. . . -f a. b 4- b* *t 



Carré a» + 2a.b +6"' 

Or a' représente le carré des dizaines, a.b le produit des dizaines par les 
unités, et b' le carré des unités ; donc le^carré d'un nombre qui contient des 
dizaines et des unités se compose, etc. 

• * Si, par exemple, le nombre des dizaines de la racine étant 2, la racine 
du plus grand carré contenu dans les centaines du nombre proposé était 
3^ dizaines, il est évident que la racine de ce plus grand carré surpasse- 
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carré contenu dans le nombre tout entier^ ce qui est absurde. 
Donc, en extrayant la racine carrée du plus grand carré con- 
tenu dans les centaines du nombre proposé, on trouvera exac- 
tement les dizaines de la racine. Maintenant si Ton retranche 
de ce nombre le carré des dizaines de la racine, le reste ne 
contiendra plus que le double des dizaines multiplié par les 
unités, et le carré des unités. Or, si Ton pouvait détacher du 
reste la première de ces deux parties, il est clair qu'en la divi- 
sant par le double des dizaines de la racine, on trouverait les 
unités. Mais le double produit des dizaines de la racine par les 
unités étant un nombre exact de dizaines (54), ne peut se trou- 
ver que dans les dizaines du reste, lesquelles peuvent contenir 
en outre des dizaines provenant du carré des unités, et du reste, 
s*il y en a un ; donc, si Ton divise les dizaines du reste par le 
double des dizaines de la racine, on ne pourra pas trouver un 
nombre plus petit que les unités de cette racine, mais on courra 
le risque d'en trouver un plus grand (on verra d'ailleurs (190) 
que le reste seul peut contenir autant de dizaines qu'il y en a 
dans le double de celles de la racine). Pour s'assurer que le 
chiffre des unités n'est pas trop grand, on l'écrira à la droite 
du double des dizaines, et Ton multipliera le nombre ainsi 
formé par les unités, ce qui donnera le double des dizaines 
multiplié par les unités, plus le carré des unités. Mais, comme 
ces deux parties doivent être contenues dans le reste, leur 
somme devra pouvoir s'en retrancher. Si cela ne se peut pas, 
c'4Bst une preuve que le chiffre qu'on a trouvé est trop grand,' 
et alors il faudra le diminuer d'une ou de plusieurs unités. On 
aurait pu encore vérifier le chiffre trouvé pour les unités en 
élevant la racine totale au carré : car ce carré doit pouvoir se 
retrancher du nombre proposé. 

196. Concluons de là que, pour extraire la racine carrée 
(Tun nombre plus grand que 100, on extraira d* abord la racine^ 



rait la racine demandée, qui, dans notre hypothèse, est au plus égale à" 

AW UUltcS. 
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du plus grand carré contenu dans les centaines de ce nombre, 
ce qui donnera les dizaines de la racine; on retranchera le carré 
de ces dizaines du nombre proposé, et^ en divisant les dizaines 
du reste par le double des dizaines de la racine, on obtiendra 
les unités de cette racine^ ou du moins v/n nombre qui ne sera 
pas plus petit, Powr vérifier si ce nombre n'est pus plus grand, 
on técrira à la droite du double des dizaines, on multipliera le 
nombre ainsi formé par les unités, et le produit devra pouvoir se 
retrancher du reste, 

187. La règle que nous venons d'établir pour extraire la 
racine carrée d'un nombre exige que Ton sache extraire la 
racine du plus grand carré contenu dans les centaines de ce 
nombre. Voyons si nous pouvons y parvenir dans tous les cas. 
Supposons d'abord que le nombre proposé ne renferme pas 
plus de quatre chiffres*: ses centaines en contiendront deux au 
plus ; mais alors on extraira facilement, d'après la règle du 
n* 192, la racine du plus grand carré contenu dans ces cen- 
taines, ce qui donnera les dizaines de la racine, et il sera facile 
ensuite de trouver les unités. 

Si le nombre proposé n'a pas plus de six chiffres, ses cen- 
taines n'en contiendront pas plus de quatre; mais alors on 
pourra déterminer, comme nous venons de le voir, la racine 
du plus grand carré contenu dans ces centaines, ce qui fera 
connaître les dizaines de la racine, et par suite les unités. 

Ce raisonnement s'étendra successivemeirt aux nombres 
composés au plus de huit, de dix, de douze, etc., chiffres : de 
sorte que notre règle pourra s'appliquer à tous les nombres 
possibles. 

198. Gomme les différents chiffres de la racine se détermi* 
nent, à l'exception du premier, par la division, on sent que la 
crainte de mettre à la racine un chiffre trop grand expose à en 
écrire un trop petit. Gomment s'assurer alors que fcchijBfre que 
l'on a mis à la racine n'est pas trop petU? Supposons que la 
racine trouvée soit trop faible d'une unité : alors te liombrç 



<w 
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proposé devra contenir Je carré de cette racine augmentée 
d'une unité, c'est-à-dire, comme il est facile de le voir% le 
carré de la racine trouvée, plus lë double de cette racine, plus 
une unité. Mais comme on en a soustrait le carré de la racine 
trouvée, le reste devra contenir encore le double de cette ra- 
cine, plus une unité ; on sera donc sûr que le chiffre mis à la 
racine ne sera pas trop faible lorsque le reste correspondafit sera 
moindre que le double de la racine trouvée^ plus une unité. 

199. Il suit de là que le reste que l'on obtient en extrayant 
la racine carrée et un nombre entier, vaut au plus le double de 
cette racine^ et que la différence des carrés de deux nombres entiers 
consécutifs est égale au double du plus petit de ces nombres^ plus 
une unité. 



* Considérons un nombre quelconque, et ajoutons-y une unité : pour for- 
mer le carré du nombre ainsi obtenu, il faudra le multiplier successivement 
par ses deux parties; or, en le multipliant par 1, nous aurons 

le nombre proposé, plus une unité. 

En le multipliant ensuite par son autre partie, c^est-À-dire par le nombre pro- 
posé, nous trouverons évidemment 

le carré du nombre proposé, plus le nombre proposé. 

Donc, le carré d'un nombre plus 1 se compose du carré de ce nombre, plus 
du double de ce nombre, plw 1 . ' "" 

On pourrait dire encore : Représentons la racine trouvée par a : la vraie 
racine sera donc exprimée par (a -f- 1), de sorte que, pour avoir son carré, il 
faudra multiplier (a 4- 1) par (a + 1), ce qui donnera lieu au calcul suivant : 

« +1 



Produit du multiplicande par a. t . à* + a 
Produit du multiplicande par 1 . . . .{. a + 1 



Carri.... a*+Sa + l 

Donc le carré de la vraie t acine se compose du carré de la racine trouvée 
plus du double de cette racine, plus d'une unité. 
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200. Appliquons les principes que nous avons développés à 
la recherche de la racine carrée du nombre 421861. On dispo- 
sera les calculs comme ci- dessous : 



4 2.1 8. 
3 6 ' 


6 


1 


649 


■ 


6 1.8 
- 4 9 6 


124 
4 


1 2 2 
1 1 6 


6 



.1 
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1289 
9 


6 


6 








Le nombre étant phis grand que 100, sa racine contiendra 
des dizaines et des unités; et, pour avoir les dizaines, il faudra 
séparer les deux derniers chiffres à droite, et extraire la racine 
du plus grand carré contenu dans les 4218 centaines qui restent 
à gauche. Mais ce nombre 4218 est aussi plus grand que 100 : 
donc sa racine carrée contiendra des dizaines et des unités ; et, 
pour déterminer ces dizaines, il faudra séparer les deux der- 
niers chiffres à droite, et extraire la racine du plus grand carré 
contenu dans les 42 centaines qui restent à gauche. Le plus 
grand carré contenu dans 42 est 36, dont la racine est 6 : ainsi 
la racine carrée de 4218 contient 6 dizaines, que j'écris à la 
place réservée pour la racine. Pour obtenir les unités de cette 
racine, je retranche du nombre 4218 le carré de 6 dizaines, ce 
qui revient à retrancher 36 centaines de 42 centaines, et à 
abaisser à la droite du reste la tranche 18, ce qui fait 618; je 
divise les61 dizaines de ce nombre par 12, double des 6 dizaines 
de la racine, et le quotient 4 exprime les unités de cette racine. 
Pour vérifier si ce chiffre 4 n*est pas trop grand, je Técris à la 
droite du double des dizaines, ce qui fait 124; je multiplie ce 
nombre par 4, et je retranche le produit 496 de 618, ce qui 
donne pour reste 122. Ainsi le chiffre 4 n'est pas trop grand ; 
mais nous pourrions craindre qu'il ne fût trop petit, puisque 
nous l'avons obtenu en divisant 61 par 12, et que le véritable 
quotient de celle division est 5. Pour le vérifier, j'ajoute 4 à 124, 

11 
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ce qui donne 128 pour le double de la racine trouvée; et 
comme le reste 122 est moindre que 128, et par conséquent 
que 128 -f- 1> j'en conclus que le chiffre 4 n*estpas trop petit 
(198). Mais d'ailleurs nous avons vériGé qu'il n*ètait pas trop 
grand : donc il est exact. Donc 64 est la racine du plus grand 
carré contenu dans 4218. Ainsi la racine demandée contient 
64 dizaines. Il faudra, pour en trouver les unités, retrancher 
du nombre proposé le carré de ces 64 dizaines ; or, ce carré sera 
un nombre exact de centaines; donc il sufiira de le retrancher 
des 4218 centaines du nombre proposé, et d'abaisser à la 
droite du reste la tranche 61. Hais nous avons précisément re- 
tranché le carré de 64 du nombre 4218 : car nous avons d'abord 
soustrait de ce nombre le carré des 6 dizaines, ce qui a donné 
pour reste 618, et de ce reste nous avons soustrait 496, qui 
exprime le produit du double des 6 dizaines par les 4 unités^ 
plus le carré de ces 4 unités. Abaissons donc à la droite du 
reste 122 la tranche 61, ce qui donnera 12261, et divisons les 
dizaines de ce nombre par 128, double des 64 dizaines delà 
racine : le quotient 9 sera le chfffre des unités. Il est évident 
qu'il n'est pas trop petit. Pour vérifier qu'il n'est pas trop grande 
on l'écrira à la droite de 128, ce qui donnera 1289; on multi» 
pliera ce nombre par 9 ; et, en retranchant le produit 12601 
de 12261, on trouvera 660 pour reste, ce qui prouve que le 
chiffre 9 n'est pas trop grand, et qu'ainsi 649 est la racine 
carrée de 421861 à moins d'une unité. 

201 . Il est facile de dire si cette racine est erronée de plus ou 
de moins d'une demi-unité. En effet, supposons que la racine 
trouvée soit trop faible d'une demi-unité; alors le nombre pro- 
posé devra contenir le carré de cette racine augmentée d'une 
demi-unité, c'est-à-dire, comme il est facile de le voir, le carré 
de la racine trouvée, plus cette racine, plus ^*. Mais comme on 



* Soit a la racine trouvée, supposée erronée de ^ : la vraie racine sera re- 
présentée pir (o + i) ; et, en raisonnant comme dans la note du n" 104^ on 
trouvera que son carré est rf* +' a -f- J. 
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a soustrait de ce nombre le carré de la racine trouvée, le reste 
devra contenir encore cette racine, plus ^ : donc, puisque ce 
resie est un nombre entier, on sera sûr que la racine trouvée 
ne sera pas trop petite d'une demi-unité lorsque le reste ne surpas- 
sera pas cette racine; mais, s'il la surpasse, elle sera erronée de 
plus d'une demi-unité : donc, en forçant Vunité sur son dernier 
chiffre^ on Vaura encore à moins d'une demir-unité. 

Il suit de là que, le calcul de Texemple précédent ayant 
donné 649 pour racine et 660 pour reste, la racine carrée du 
nombre 421 861 est 650 à moins d'uire demi-unité. 

202. Ce n'est que dans des cas très-rares que l'on obtiendra 
exactement la racine carrée du nombre proposé; car, dans le 
premier million par exemple, il n'y a que mille nombres dont 
là racine carrée soit entière; et nous avons prouvé au n*» 193. 
que, quand la racine carrée d'un nombre entier n'est pas en- 
tière, elle est incommensurable. On n'aura donc alors la ra- 
cine demandée qu'à moins d'une unité, ou à moins d'une 
demi-unité (201); mais si l'on a besoin d'un plus grand de- 
gré d'approximation, on pourra l'obtenir par la méthode sui- 
vante. 

Supposons, pai exemple, qu'on demande la racine carrée 
de 7 à moins de J. J'observe que la racine carrée du produit 
de deux nombres est égale au produit des racines carrées de ces 
deux nombres; car, pour élever un produit au carré, il suffit de 
carrer chacun de ses facteurs* ; de sorte que, pour revenir du 



* Soit, en effet, proposé de former le carré du produit 3.4.6: il faut pour 
cela multiplier ce produit par lui-même, ce qui revient à le multiplier succes- 
sivement par chacun de ses facteurs (38). Ce carré sera donc 3.4.6.3.4.6, 
ou, en intervertissant l'ordre des facteurs, 3.3.4.4.6.6; or 3.3 est le carré 
de 3; multiplier ce carré par 4 et ensuite par 4, c'est le multiplier par le carré 
de 4; enfin, multiplier 3^-4' par 6 et encore par 6, revient à le multiplier par 
le carré de 6: donc le carré du produit 3.4.6 est bien 3'.4'.6S ce qui dé- 
montre le principe énoncé. 

Remarquons que cette démonstration convient au cas où les facteurs du 
produit que Ton veut élever au carré seraient incommensurables, car le prin- 
cipe du n** 38, sur lequel eUe est fondée, ne dépend que de celui du n» 39, et 
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carré à la racine» il suffira d'extraire la racine carrée de chaque 
facteur, et de multiplier ces racines entre elles. Si donc on 
inullipiie le nombre proposé 7 par le carré du dénominateur 5 
de la fraction ^, et qu'on extraie la racine carrée du produit 
7.5*, la racine que Ton obtiendra sera égale à la racine deman- 
dée multipliée par 5 : 

donc, en divisant la racine carrée de 7.5* par 5, on aura exac- 
tement celle de 7 : 



^'=v'v: 



Or 7.5*= 175, et la racine carrée de 175 tombe entre les deux 
nombres entiers consécutifs 13 et 14; donc la racine demandée 
est comprise entre ces deux nombres divisés par 5, c'est-à-dire 
entre -*^ et ^ ; donc elle diffère de chacun d'eux de moins qu'ils 
ne diffèrent l'un de l'autre, c est-i-dire de moins de J. Donc 
en prenant -^ou -^ pour la valeur de la racine carrée de 7, 
l'erreur que l'on commettra sera moindre que |. 

Concluons de là que, pour extraire la racine carrée d*un nom- 
bre à moins <tune unité fractionnaire donnée^ il faut multiplier 
le nombre proposé par le carré du dénominateur de cette unité 
fractionnaire y extraire la racine carrée du produit à moins d'une 
unités et diviser cette racine par le dénominateur de la fraction 
proposée*. 

203. Il suit de là que, pour extraire la racine carrée d'un 
nombre à moins de^, j^, j^, etc., il faut multiplier ce 



il sera prouvé jplus loin (238) que Von peut intervertir Vordre des facteurs 
d'un produit, lors même quHls sont incommensurables. 
* On parviendra encore à cette règle de la manière suivante : 
Si l'on peut trouver ^eux nombres entiers consécutifs tels qu'en les multi- 
pliant par ^ on obtienne deux autres nombres entre lesquels la racine carrée 
de 7 se trouve comprise, chacun de ces deux derniers nombres satisfera à la 
question, puisque leur différence étant ^, chacun d'eux différera par consé- 
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nombre par 10*, 100% 1000', etc., ce qui revient à écrire h su 
droite deux, quatre, six, etc., zéros; extraire la racine carrée 
du résultat à moins d'une unité, et diviser celte racine par 
10, 100, 1000, etc., ce qui se fait en séparant sur sa droite une, 
deux, trois, etc., décimales. 

Donc, en général, pour obtenir la racine carrée d'un nombre en- 
tier à moins d'une unité décimale donnée^ il faut écrire à la droite 
de ce nombre deux fois plus de zéros que l'on ne veut avoir de dé- 
cimales à la racine, extraire la racine du nombre ainsi formé à 
moins d'une unité, et séparer sur la droite de cette racine autant de 
décimales quon en a demandé, 

204. Lorsqu'on veut extraire la racine carrée d'un nombre 
décimal, il faut distinguer deux cas, selon que le nombre des 
chiffres décimaux est pair ou impair. 

r° Si le nombre des chiffres décimaux est pair, extrayez la ra- 
cine carrée du nombre proposé, abstraction faite de la virgule, et 
séparez sur la droite du résultat deux fois moins de décimales que 
n'en contient le nombre proposé. 

Eli cU'er, supposons, par exemple, qu'il y ait six dédmale.s 

quent de cette racine de moins de \, Soient donc a; et a; + 1 deux nombres 
entiers tels que Ton ait 

a;.-i<v7 et x/7 < (J^+D-i; 

si Ton élève au carré les deux membres de chacune de ces inégalités, on. 

trouvera (IIO) • 

P<7 et 7<4ri; . 

et, en multii)Iiant les deux membres de chacune de celles-ci par 5*, il 
viendra 

a;'<7.5» et 7,5»< (a?+ U'f *• 

ce qui nous apprend que 7.5' étant plus- grand que le carré de a?, et plus 
petit que celui de (a; + l), la racine carrée de ce nombre sera comprise 
entre a; et (a; 4-1), de sorte que x est la racine carrée de 7.5' à moins d'une. 
Unité. D*où Ton conclut que pour extraire ta racine carrée d'un nombre à 
moins, etc. 
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dans le nombre proposé : en faisant abstraction de la virgule, 
on aura multiplié ce nombre par l*unité suivie de six zéros; 
donc la racine carrée du résultat sera égale à la racine deman- 
dée, multipliée par la racine carrée d'un million (202), c'est- 
à-dire par mille : donc on aura Ja racine demandée en divi- 
sant la racine trouvée par mille, ce qui se fera en séparant sur 
la droite de cette racine trois décimales, c*est-à-dire deux fois 
moins qu'il n'y en avait dans le nombre proposé. 

V Si le nombre des chiffres décimaux est impair^ vous ajouterez 
un zéro à la droite du nombre proposé^ et vous retomberez ainsi 
dans le cas précédent. Ce qui fait qu'on ajoute un zéro à -la 
droite du nombre proposé, c'est que ce nombre devant être 
considéré comme le carré de sa racine, doit contenir deux fois 
plus de décimales que cette racine (137), c'est-à-dire un nom- 
bre pair de décimales. 

Exemples : !• Quelle est la racine carrée da 42,1861? 
Réponse ; 6,49. 

2® Quelle est la racine carrée de 2,345? 
Réponse ; 1,53. 

208. Proposons-nous maintenant d'extraire la racine carrée 
d'une fraction. 

Si les deux termes de la fraction proposée sont des carrés par- 
faitSy il suffira^ pour obtenir sa racine, d'extraire séparément les 
racines carrées de ces deux termes. Il résulte, en effet, de la règle 
donnée pour multiplier deux fractions l'une par Tautre, que 
pour former le carré d'une fraction il faut carrer ses deux ter- 
mes, et que par conséquent on reviendra du carré d'une frac- 
tion à sa racine en extra ant séparément les racines carrées de 
chacun de ses deux termes *. Ainsi yj^= J. 



* Bouràxtn a fait observer que cette démonstration ne peut s'appliquer qu'à 
une fraction dont les deux termes sont des carrés parfaits : car elle repose sur 
la règle donnée pour multiplier deux fractions entre elles, et le raisonnement 
qui nous a conduit à-cette règle suppose que la fraction multiplicateur est com- 
mensurable 'IIO) 
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Si les deux termes d'une fraction irréductible -r- ne sont pas des 

carrés parfaits, sa racine carrée est incommensurable. Supposons 
en effet, que cette racine puisse être comniensurable, et re- 

présentons-la par la fraction irréductible y* Où devra donc 

a a'* a'* 

^voir -j-^zj^. Mais la fraction-r75 est irréductible (85) ; donc il 

faut que l'on ail a=-a'^ et 6 = 6'* (103), ce qui est contraire à 
rhypolhèse. 

206. Si des deux termes de la fraction le dénominateur seul 
€st un carré parfait, Vapplication de la règle précédente donnera 
la racine dem^andée à moins d'une unité de V ordre marqué par la 
racine carrée du dénominateur; car, supposons, par exemple, 
que Ton demande la racine carrée de ^ : si Ton multiplie 
cette'fraction par son dénominateur 25, et que l'on extraie la 
racine du produit 12 (97, 3*), la racine que Ton obtiendra 

sera égale à celle de jf multipliée par v/25", c'est-à-dire par 5; 
donc, en divisant la racine carrée de 12 par 5, on aura exacte- 
ment celle de H. Or la racine carrée de 12 tombe entre 3 et 4 : 
donc la racine demandée sera comprise entre f et |. Ainsi % 
«era la valeur de celte racîine à moins de {, 

207. Si le dénominateur de la fraction proposée n'est pas un 
carré parfait, on ramènera ce cas au précédent en multipliant les 
deux termes de cette fraction par son dénominateur, et alors on 
:pbtiendra la racine demandée à moins d'une v/nitè fractionnaire de 
l'ordre marqué par son dénominateur. 

Soit proposé, par exemple, d'extraire la racine carrée de la 
fraction -^ : on multipliera les deux termes de celte fraction 
par 13, ce qui donnera la fraction équivalente f^. On extraira 
les racines carrées de ses deux termes, et l'on trouvera ^, va- 
leur exacte à moins de -^ près. 

208. Il n'est pas toujours nécessaire de multiplier les deu$ 
termes de la fraction propotée par son dénoaiinaleur, pour la 
transformer en une autre dont le dénominateur soit un carré 
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parfait. Il suffit, pour cela, de décomposer le dénominateur en 
ses facteurs premiers, et de multiplier les deux termes de la 
fraction par ceux de ces facteurs premiers dont les exposants 
sont impairs. On extraira ensuite la racine carrée du nouveau 
dénominateur, en divisant par 2 les exposants de ses facteurs 
premiers. 

Exemple : Extraire la racine carrée de ^. On trouvera (88) 
que 360 = 2*. 3*. 5 : ainsi Ton multipliera les deux termes de la 
fraction ^ par 2.5, ce qui donnera sr^. La racine carrée 
du numérateur est 13 à moins d'une unité; celle du dénomina- 
teur est 2". 3. 5 = 60 : donc v^^ = eo ^ inoins de ^. 

209. En rendant le numérateur un carré parfait, on n'aurait 
également qu'une racine à extraire; mais on ne saurait pas im- 
médiatement sur quel degré d'exactitude on pourrait compter. 
Si l'on demandait, par exemple, la racine carrée de i^, en ren- 
dant le numérateur un carré parfait, on trouverait que cette 

> racine tombe entre | et §; qu'ainsi l'erreur commise en pre- 
nant f pour sa valeur est moindre que la différence de ces 
deux fractions, c'est-à-dire moindre que ^. 

Remarquons que, dans le cas même où le numérateur de la 
traction serait un carré parfait, on pourrait commettre une er- 
reur de plus d'une unité, si l'on se bornait à extraire la racine 
carrée de ses deux termes. Supposons, en effet, que Ton de- 
mande la racine de ^ : on trouve ainsi ^= 15, ou ^= 10. 
Mais ^^ = l^S^ est compris entre le carré de 11 et celui de 
12; donc, en prenant l'un des nombres 10 ou 15 pour la racine 
carrée de ^^, on comniettra une erreur de plus d'une unité. 

210. Si Von voulait extraire la racine carrée d'une fraction à 
moins d'urne unité fractionnaire donnée, on verrait, en raison- 
nant comme au n® 202, qu'il faudrait multiplier cette fraction 
par le carré du dénominateur de l'unité fractionnaire donnée^^ 
extraire la racine carrée du produit à moins d'une unité, et pour 
cela extraire à moins d'une unité la racine carrée du plus grand 
nombre entier contenu dans ce produit; enfin diviser cette racine 
par le dénominateur de Vwnité fractionnaire donnée. 
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Exemple : Calculer la racine carrée de -^ à moins de ^. Je 
multiplie -^ par le carré de 20, c'est-à-dire par 400, ce qui 
donne •^; j'extrais les entiers de ce produit, et je trouve 
142, dont la racine est II à moins d'une unité près : c'est donc 
là aussi la racine carrée de ^^ à moins d'une unité, car le 
carré de 12 surpasse 142 au moins d'une unité, et est par con- 
séquent plus grand que ^^. Donc fj est, à moins de ^, la ra- 
cine carrée de -^. 

Si l'on demandait la racine d'un nombre quelconque à moins 
d'une- fraction donnée, on commencerai! parrcndre le numéra- 
teur de cette fraction égal à l'unité en divisant ses deux termes 
par ce numérateur, et on rentrerait ainsi dans le cas précédent. 

Veut-on, par exemple, la racine carrée de 20 jy à moins de |? 
on observera que f =^-; on multipliera'donc 20 {^ par le carré 

a 

de f, ce qui donnera ^^ = 58^ ; on extraira laracine carrée 
du plus grand carré contenu dans 58, et en la divisant par ^ 
on trouvera ^, qui est le nombre demandé. 

21 i. Il suit de ce qui précède que, pour trouver la racine 
carrée d'une fraction ordinaire à moins d'une unité décimale don-- 
née, on convertira cette fraction en décimales y en ayant soin de 
continuer le calcul relatif à cette conversion jusqu^à ce qu'on ait 
deux fois plus de décimales qu'on n'en demande à la racine ; et 
la racine carrée de la fraction résultante sera.la racine demandée. 
Ainsi, si l'on veut avoir la racine carrée de-^ à moins d'un 
centième, on convertira cette fraction -^ en décimales, en 
poussant Je calcul jusqu'au chiffre des dix-millièmes, ce qui 
donnera 0,3571 ; et, en extrayant la racine carrée de cette frac- 
tion, on trouvera 0,60 pour là valeur de la racine demandée 
à moins d'un demi-centième. 

*2I2. Nous avons vu (91) qu'un nombre a autant de divi- 
seurs qu'il y a d'unités dans le produit des exposants de ses 
facteurs premiers, augmentés chacun d'une unité. Il suit dé là 
1® que tout nombre qui est un carré parfait a un nombre impair 
de diviseurs ; car les exposants de ses facteurs premiers étant 
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tous pairs (première note du n"" 202)^ si on les augmente d'une 
unité, ils deviendront tous impairs, et par conséquent leur pro- 
duit sera impair (note du n** €6); 2* que tout nombre qui n'est 
pas un carré parfait a un nombre pair de diviseurs; car l'un au 
moins des exposants de ses facteurs premiers étant impair, si on 
l'augmente d'une unité, il deviendra pair, et par suite le pro- 
duit de ces exposants augmentés chacun d*une unité sera pair. 

*2I5. Nous avons donné (73) le moyen de reconnaître si un 
nombre est premier ; mais il n'est pas nécessaire pour cela d'es- 
sayer tous les diviseurs moindres que sa moitié; car on est 
certain qu'un nombre est premier lorsquey n' étant pas un carré par- 
faity il n'est divisible par aucun des nombres moindres quesaracine 
carrée. Si ce nombre, en effet, pouvait étredivîsible par un nom- 
' bre plus grand que sa racine carrée, il le serait nécessairement 
parle quotient de cette division, c'est-à-dire par un nombre plus 
petit que cette racine, ce qui est contraire à notre hypothèse. 

Il suit de là que, dans Tapplication de la méthode d'Êrato- 
sthène à la construction d'une table des nombres premiers (74), 
il suffit de pointer les nombres à partir seulement du carré du 
nombre premier dont onveut supprimer les multiples; car tous 
les nombres qui restent dans la table avant ce carré sontnéces- 
sairement premiers. Ainsi, quand, dans la suite des nombres 
impairs, on a supprimé tous les multiples de 3, les nombres 
qui précèdent 5*= 25 sont premiers, et par conséquent le plus 
simple multiple de 5 que renferme cette suite est 25. 

214. Lorsqu'on sait extraire la racine carrée d'un nombre, 
on peut extraire toute racine dont l'indice est une puissance 
parfaite de 2. En effet, si l'on extrait la racine carrée d'un nom- 
bre, puis la racine carrée de cette racine carrée, on obtiendra 
la racine quatrième de ce nombre ; car la seconde racine car- 
rée est deux fois facteur dans la première; mais cette première 
est deux fois facteur dans le nombre proposé : donc la seconde 
racine est deux fois deux fois, c'est-à-dire quatre fois facteur 
dans ce nombre ; donc elle en est la racine quatrième.- 

Si de la racine quatrième d'un nombre on extrait la racine 
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carrée, on aura la racine huitième de ce nombre; car la racine 
carrée de la racine quatrième est deux fois facteur dans celte 
racine quatrième; mais celle-ci est quatre fois facteur dans le 
nombre proposé : donc la racine carrée de la racine quatrième 
d'un nombre est quatre fois deux fois, c'est-à-dire huit fois 
facteur dans ce nombre ; donc elle en est la racine huitième. 

En continuant de raisonner ainsi, on verra qu'en extrayant 
la racine carrée de la racine huitième on aura la racine sei- 
zième ; qu'en extrayant la racine carrée de te racine seizième, 
on aura la racine trente-deuxième, et ainsi de suite. 

Concluons de là que si l'on extrait d'un nombre 

2 racines carrées successives, on a la racine 4*, c.-à-d. une racine du degré 2* 

3 8* 2' 

4 1 6* , . 2* 

5 3^* 2» 

«^ etc etc. 

Ainsi, lorsque Vindice de la racine à extraire sera wnepuissance 
parfaite de 2, il suffira, pour V obtenir, d'extraire du nombre pro- 
posé un nombre de racines carrées successives marqué par Vexpo- 
sant que 2 a dans l'indice de cette racine, 

S II. RACINE CUBIQUE. 

218. On appelle cube d'un nom^bre le produit de trois facteurs 
égaux à ce nombre, ou, ce qui revient au même, le produit de 
ce nombre multiplié par son carré. Ainsi le cube de 6 est 
6.6.6 = 216. 

On appelle racine cubique d'un nombre le'hombre qui, élevé 
au cvhe, reproduit le nombre proposé. Ainsi la racine civique de 
216 est 6. 

Pour indiquer que l'on doit extraire la racine cubique d'un 

nombre, on écrit ce nombre (190) sous le signe \/' '~' entre les 

branches duquel on place le chiffre 3. Ainsi v^l26 signifie que 
Ton doit extraire la racine cubique de 126. 

216. La racine cubique de 1000 étant 10, on voit que la 
racine cubique de tout nombre plus petit que 1000 est moindre 
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que 10, et se trou?e par conséquent exprimée par urt seul 
chiffre; qu*au contraire, la racine cubique de tout nombre 
plus grand que 1000 sera plus grande que 10, et renfermera 
par conséquent des dizaines et des unités. 

Nous distinguerons donc deux cas dans V extraction de la racine 
cubique des nombres entiersy selon que le nombre proposé sera 
moindre ou plus grand que 1000. 

217. Pour extraire la racine cubique dun nombre plus petit 
que 1000, on formera un tableau contenant sur une première ligne 
horizontale les neufs premiers nombres^ et au-dessous leurs cubes 
respectifs : 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729. 

Cela faity on cherchera dans ce tabkau le plus grand cube contenu 
dans le nombre proposé^ et sa racine cubique sera la racine de- 
mandée j à moins d'une unité. 

Si Ton voulait, par exemple, la racine cubique de 400, on 
dirait : Le plus grand cube contenu dans 400 est 343, dont la 
racine cubique est 7 '.ainsi 7 est la racine cubique de 400, à 
moins d'une unité (102). 

En raisonnant comme on Ta fait au n* 105, on verra que, 
quand la racine cubique d^un nombre entier nest pas entière, 
elle n'est pas non plus fractionnaire, de sorte que, ne pouvant 
pas ôlre exprimée exactement en nombre, elle est incommen- 
surable. ^ 

218. Voyons^ maintenant comment on pourra obtenir la ra- 
cine* cubique d'un nombre plus grand que 1000. Comme elle 
doifrettfermer des dizaines etdes unités, uousallons auparavant 
étudier la composition du cube d'un pareil nombre. Représen- 
tons par a les dizaines de ce nombre et par 6 ses unités : ce 
nombre sera représenté par a-j-6. Pour former son cube, nous 
relèverons d'abord au carré, ce qui donnera (note du n? 104) ; 

a»+2a.6+5*, 

et il restera à multiplier ce dernier nombre par a +6. 
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Pour y parvenir, nous mulliplierons chaque partie du multi- 
plicande successivement par chaque partie du muilipUcatcur; 
et, en observant que ^a.b.a peut s'écrire 2a.a,b=2a\b, 
que de môme 2a.6.6=2a.6* (58), nous aurons le calcul 
suivant : 

o^+2a.6 +6* 
a+b 



Produit du multiplicande par o. . . a'+2a^^-f- a,6" 
Produit du multiplicande par 6. . . a^.b+2a.b^+b^ 

En comparant cette expression à celle (a+5) du nombre 
proposé, on voit que le cube £un nombre qui renferme des di- 
zaines et des unités se compose de quatre parties^ savoir : du cube 
des dizaineSy du triple carré des dizaines multiplié par les unités^ 
du triple des dizaines multiplié par le carré des unités, et du cube 
des unités. 

219. Revenons maintenant à Textraction de la racine cubique 
d'un nombre plus grand que 1000. Sa racine contiendra, comme 
nous l'avons vu, des dizaines et des unités; de sorte qu'on 
pourra considérer le nombre proposé comme formé de quatre 
parties, savoir : du cube des dizaines de sa racine, du triple 
carré de ses dizaines par ses unités, du triple de ses dizaines 
par le carré de ses unités, et du cube de ses unités. ^ * 

Gela posé, si nous pouvions détacher du nombre proposé le 
cube des dizaines de la racine, en en extrayant la raciue cubi- 
que, nous obtiendrions les dizaines de la racine demandée. Mais 
le cube de ces dizaines étant un nombre exact de mill? (34), 
ne peut se trouver que dans les mille du nombre proposé, les- 
quels peuvent contenir, en outre, des millgqui auraient reflué 
des trois autres parties du cube de la racine, plifl du reste, s'il y 
en a un. Par conséquent, si l'on extrait la racine du jilus gr^nd 
cube contenu dans les mille du nombre proposé, on n'obtiendra 
pas un nombre plus petit que les dizaines delà racine. On ne^ 
pourra pas non plus en trouver un plus grand, sans quoi cette 
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radne du plus grand cube coulenu dans les mille du nombre 
proposé surpasserait au moins d'une unité la racine totale (noie 
du n« lOB), c'esl-à-dire la racine du plus grand cube contenu 
dans le nombre tout entier j ce qui est évidemment absurde : 
donc, en extrayant la racine du plus grand cube contenu dans 
les mille du nombre proposé, on trouvera exactement les di- 
zaines de la racine demandée. 

Si maintenant on retranche du nombre proposé le cube des 
dizaines de la racine, le reste ne contiendra plus que le triple 
carré des dizaines delà racine par les unités, le triple des dizaines 
par le carré des unités, et le cube des unités. Mais la première 
de ces deux parties, étant un nombre exact de centaines, ne 
peut se trouver que dans les centaines du reste, lesquelles peu- 
vent contenir en outre quelques centaines qui auraient reflué 
des deux autres parties du cube et du reste, s'il y en a un : donc, 
si Ton divise les cenlaines du reste par le triple carré des di- 
zaines de la racine, on ne pourra pas trouver un nombre plus 
petit que les unités de cette racine ; mais on courra le risque 
d'en trouver un plus grand [on verra d'ailleurs (223) que le 
reste seul peut contenir autant de centaines qu'il y en a dans 
le triple carré des dizaines de la racine]. 

Pour vérifier si le chiffre trouvé n'est pas plus grand que 
celui des unités, on n'aura qu'à élever la racine totale au cube, 
et ce cube devra pouvoir se retrancher du nombre proposé. 

On pourra s'assurer, et même plus simplement, que le chière 
mis à la racine n'est pas trop grand, de la manière suivante : 
à la droite du triple des dizaines, écrivez le chiflre des unités ; 
multipliez le nombre ainsi formé parles unités , ce qui don- 
nera le triple des dizaines par les unités^ plus le carré des 
unités ; ajoutez ce produit au triple carré des dizaines, ce qui 
vous donnera le triple carré des dizaines, le triple produit des 
dizaines par les unités, jet le carré des unités; multipliez cette 
somme pac les unilés, et vous aurez le triple carré des dizaines 
par les unités, le triple des dizaines par le carré des unités, et 
le cube des unités. Comme ces trois parties se trouvent dans le 
reste, leur somme doit pouvoir s'en retrancher : donc, si la 



EXTRACTION DES RACINES. 175 

soustraction n'est pas possible, on sera certain que le chiffre 
trouvé pour les unités de la racine est trop grand, et par con- 
séquent on devra le diminuer d'une ou de plusieurs unités. 

220. Ainsi, pour extraire la racine cubique d'un nombre plus 
grand que 1000, extrayez la racine du plus grand cube contenu 
dans les'mille de ce nombre^ ce qui vous donnera les dizaines de 
la racine demandée; retranchez le cube de ces dizaines du:^rhbre 
proposé , et divisez les centaines du reste par le triple carré des 
dizaines trouvées; vous obtiendrez ainsi un nombre qui ne sera 
pas plus petit que les unités de la racine. Pour vérifier si cenombre 
n*est pas plus grand, vous pourrez élever la racine totale au 
cubey et ce cube devra pouvoir se retrancher du nombre proposé. 
Mais il sera plus simple d'écrire le chiffre des unités à la droite du 
trifjle des dizaines^ de multiplier le nombre ainsi formé par les 
unités, d'ajouter le produit au triple carré des dizaines et de mul' 
tiplier la somme par les unités: le produit devra pouvoir se retran- 
cher du reste. 

221. On verra, comme au rv" 197, que la règle que nous 
venons d'énoncer pourra s'appliquer successivement k des 
nombres qui ne contiennent pas plus de 6, 9, 12, etc., chiffres, 
et que par conséquent elle est générale. 

222. Gomme le chiffre des unités s'obtient par une division, 
on sent que la crainte d'écrire à la racine un chiffre trop grand 
expose à en mettre un trop faible. Comment donc s'assurer que 
le chiffre qu'on aura écrit ppur les unités n'est pas trop petit? 

Représentons la racine trouvée par a : si elle est irop faible 
d'une unilé, la véritable valeur de la racine i>era a+ 1 ; de sorte 
que le nombre dont on extrait celte racine doit contenir le 
cube de a+1, c'est-à-dire (;^ + 3a'+3a+l. Mais on en a 
retranché le cube de la racine trouvée, c*est-à-dire a* : doncle 
reste doit encore contenir 3a»+3a + l, c'est-à-dire le triple 
carré de la racine trouvée, plus le triple de celte racine, plus U 

On sera donc certain que le chiffre qu'on aura écrit à la ra- 
cine ne sera pas trop faible quand le reste correspondant sera 
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moindre que le triple carré de la racine trouvée, plus trois fois 
cette racine, plus une unité, 

885. Il suit de là que le reste qu*on obtient en extrayant la 
racine cubique d^un nombre entier vaut au plus le triple carré de 
cette racine, plus trois fois utte racine, el que la différence des 
cubes de deux nombres entiers consécutifs est égale au triple carré 
du p!us petit, plus le triple de ce plus petit, plus une unité. 

884. Appliquons la mélhodc que nous venons de dévelop- 
per à la recherche de la racine cubique du nombre 50 651 889. 
On disposera les calculs comme ci-dessous : 
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Le nombre proposé élanl plus grand que 1000, sa racine cu- 
bique contiendra des dizaines et des unités ; et, pour avoir les 
dizaines de cette racine, il faudra extraire la racine cubique du 
plus grand cube contenu dans les 50651 mille de ce nombre. 
Mais 50651 étant plus grand que 1000, sa racine cubique con- 
tiendra des dizaines et des unités :• de sorte que, pour déter- 
miner ces dizaines, il faudra extraire la racine du plus grand 
cube contenu dans 50 mille. Le plus grand cube contenu dans 
50 est 27 , dont la racine est 3: ainsi la racine cubique de 50651 
contient 3 dizaines, quej*écris à la place réservée pour la ra- 
cine, à la droite du nombre proposé. Pour obtenir les unités 
de cette racine, je retranche du nombre 50651 le cube de 3 
dizaines, ce qui revient à retrancher 27 mille de 50 mille, et à 
abaissera la droite du reste la tranche 651, ce qui fait 23651. 
Je divise les 236 centaines de ce nombre par 27 centaines, 
triple carré des 3 dizaines de la racine, et le quotient 6 
exprime les unités de cette racine. Pour vérifier si ce chiffre 
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n'est pas trop grand, je récris à ladroiledu triple des dizaines, 
ce qui donne 96; je multiplie ce nombre par 6, cl j'ajoute le 
produit 676 à 27 centaines, triple carré des dizaines de la ra- 
cine ; je multiplie enfln la somme 3276 par 6, et je retranche 
le produit 19656 de 23651, ce qui donne pour reste 3995. Ainsi 
le chiffre 6 n'est pas trop grand ; mais nous pourrions craindre 
qu'il ne fût trop petit, puisque nous l'avons obtenu en divi- 
sant 236 par 27, et que le quotient de cette division est réelle- 
ment 8. Pour lever tous les doutes à cet égard, nous allons 
examiner si le reste 3995 est moindre que le triple carré de 
la racine trouvée 36, plus le triple de cette racine, plus une 
unité (222). Formons donc le triple carré de 36. 

Or. 576 se compose du triple produit 

des dizaines de 36 par ses uni- 
tés, plus du carré de ses unités; 

d'un autre côlé 3276 se compose du triple carré des 

dizaines de 36, du triple pro- 
duit de ses dizaines par ses uni- 
tés, et du carré de ses unités; 

si à ces deux nombres 

nous ajoutons 36, carré des unités de 36, la 

somme 38S8 se composera du triple carré 

des dizaines de 36, de six fois le produit de ses dizaines par ses 

unités, et du triple carré de ses unités, c'est-à-dire du triple 

carré de 36 (104). Si h cette somme nous ajoutons le triple de 

36 et encore une unité, le résultat 3997 surpassera le reste 

3995 : donc le chiffre 6 n'est pas trop faible ; mais d'ailleurs 

nous avons reconnu qu'il n'est pas trop grand; donc il est 

exact; donc 36 est la racine du plus grand cube contenu dans 

50651. Ainsi la racine demandée contient 36 dizaines. Il faudra, 

pour en trouver les unités, retrancher du nombre proposé le 

cube de ces 36 (dizaines. Or ce cube est un nombre exact de 

mille: donc il suffira de le retrancher des 50651 mille du 

nombre proposé, et d'abaisser à la droite du reste la tranche 

889. Mais nous avons préciscmcnl retranché le cube de 36 de 

12 
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50651 : car nous avons d'abord soustrait de ce nombre le cube 
de 3 dizaines, ce qui a donné pour reste 23651 ; et de ce reste 
nous avons retranché 19656, c'est-à-dire le triple carré des 
3 dizaines par les 6 unités, plus le triple produit de ces dizaines 
par le carré de ces unités, plus le cube de ces unités. Abaissons 
donc la trancbe 889 à la droite du reste 3995, ce qui donnera 
3995889, et divisons les centaines de ce nombre par 3888, triple 
carré des trente-six dizaines de la racine. Le quotient 9 sera le 
chiffre des unités. Il est évident qu'il n'est pas trop petit. Pour 
vérifier s'il n'est pas trop çrand, on l'écrira à la droite du triple 
des 36 dizaines; on multipliera le nombre ainsi formé 1089 par 
ce nombre 9 ; on ajoutera le produit 9801 à 3888 centaines; on 
multipliera la somme 398601 par 9, et, en retranchant le pro- 
duit 3587409 de 3995889, on trouvera pour reste 408480, ce 
qui prouve que le chiffre 9 n'est pas trop grand, et qu'ainsi 
369 est la racine cubique de 50651889, à moins d'une unité. 

S25. Ce n'est que dans des cas très-rares que Ton ob endra 
exactement la racine cubique du nombre proposé : car dans le 
premier million, par exemple* il n'y a que cent cubes parfaits. 
Alors ou trouvera la racine demandée à moins d'une unité; 
mais si l'on a besoin d'un plus grand degré d'approximation, 
on pourra l'obtenir par la méthode suivante : 

Supposons, par exemple, qu'on demande la racine cubique 
de 7 à moins de {• J'observe que si Von multiplie un nombre 
Pfir tm autre, la racine cubique de leur produit s&ra égale au 
produit de leurs racines cubiques : car, pour élever un produit 
au cube, il suffit d'y élever chacun de ses facteurs (la démonstra- 
tion est la même que celle donnée dans la première note du 
n* 202) ; de sorte que pour extraire la racine cvbique d'un 
produit, il suffii d'extraire la racine cubique de chaque facteur, 
et de multiplier ces racines entre elles. Donc, si l'on multiplie le 
nombre 7 par le cube de 5 et qu'on extraie la racine cubique 
du produit 7. 5', la racine qu'on obtiendra sera égale à la racine 
demandée multipliée par 5 : 
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donc, en divisant la racine cubique de 7. 5* par 5, on aura 
exactement celle de 7 : 

or 7. 5* = 875, et la racine cubique de 875 tombe entre les 
deux nombres entiers consécutifs 9 et 10; donc la racine de- 
mandée tombe entre ces deux nombres divisés par 5, c'est-à- 
dire entre f et J^ ; donc elle diffère de chacun d'eux de moins 
qu'ils ne diffèrent enlre eux, c'est-à-dire de moins de i; donc, 
en prenant | pour la racine demandée, on aura cette racine à 
moins de |. 

Concluons de là que, pour extraire la racine cubique d'un 
nombre à moins (Tune unité fractionnaire donnée^ il faut mul- 
tiplier ce nombre par le cube du dénominateur de cette unité 
fractionnaire^ extraire la racine cubique du produit à moins 
d*une unitéy et diviser cette racine par le dénominateur de la 
fraction proposée*. 

226. Il suit de là que, pour extraire la racine cubique d'un 
nombre entier à moins d'une unité décimale donnée, il faut écrire 
à sa droite trois fois plus de zéros qu'on ne veutflvoir de décimales 
à la racine, extraire la racine cubique du résultat à moins d'une 
unité, et séparer sur la droite de cette racine autant de décimales 
qu'on en a demandé (203). 

227. Lorsqu'on veut extraire la racine cubique d'un uem^re 
décimal, on distingue deux cas, selon que le nombre des déci- 
males est ou n'est pas un multiple de 3. 

V Si le nombre des chiffres décimaux est un multiple de 3, 
extrayez la racine cubique, abstraction faite de la virgule ; puis 
séparez sur la droite de cette racine trois fois moins de décimales 
qu^U n'y en a dans le nombre proposé. Le raisonnement est le 
même qu'au n* 204, !•. 



* On parviendra encore à cette règle en remplaçant, dans la démonstration 
qui fait le sujet de la seconde note du n° 202, les mots carré et racine carrée 
par ceux-ci : cube et racine cubique. 
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2» Si le nombre des chiffres décimaux riest pas un multiple 
de 3, écrivez à la droite du nombre proposé un ou deux zèroSy 
selon qu'il sera nécessaire^ pour rendre le nombre des décimales 
divisible par 3, et vous retomberez ainsi sur le cas précédent 
(204, 2%\ 

Exemples : !• Quelle est la racine cubique de 50,651889? 
Réponse : 3,69. — 2* Quelle est la racine cubique de 2,6518? 
Réponse : 1,38. 

228. Proposons-nous maintenant d'extraire la racine cubi- 
que d'une fraction. 

Si les deux termes sont des cubes parfaits, U suffira, pour avoir 
la racine cubique, d^ extraire séparément celle de ces deux termes^ 
Ainsi : __ 

Oa démontrera, comme au n© 203, que si les deux termes 
d'une fraction irréductible ne sont pas des cubes parfaits, sa racine 
cubique est incommensurable, 

229. Si des deux termes d'une fraction le dénominateur seul est 
un cube parfait, l'application de la règle précédente donnera la 
racine demandée à moins d'une unité de l'ordre marqué par la 
racine cubique du dénominateur. Car, si Ton demande, par 
exemple, la racine cubique de j^, on devra extraire la racine 
cubique de 55 (1!0G), laquelle tombe entre 3 et 4, et celle de 
343, q^ est 7 ; de sorte que la racine demandée tombera entre 
^ et ^ : donc ^ est la valeur de cette racine à moins de 4* 

250. Si le dénominateur de la fraction proposée riest pas un 

. cube, parfait, on ramènera ce cas au précédent en multipliant les 

deux termes de cette fraction par le carré de son dénominateur^ 

et alors on obtiendra la racorni demandée à moins d*une unité frac- 

tîonnaire de Tordre marqué par son dénominateur. 

Soit proposé, par exemple, d'extraire la racine cubique de la 
fractiort ^^|. On multipliera les deux termes de cette fraction par 
le carré dç 528, qui est 278784, ce qui donnera ^^Ui?^^ ; on 
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extraira les racines cubiques des deux termes de cette frac- 
tion ; et comme celle du numérateur tombe entre 403 et 404, 
on en conclura que ^ est la valeur de la racine à moins 



ée^ 



* 231. Il n*est pas toujours nécessaire de multiplier les deux 
termes de la fraction proposée par le carré de son dénomina- 
teur pour la transformer en une autre dont le dénominateur 
soit un cube parfait. On observe que, lorsqu'un nombre est 
un cube exact, les exposants de ses facteurs premiers sont des 
multiples de 3; en conséquence, on n'aura qu'à décomposer le 
dénominateur en ses facteurs premiers et multiplier les deux 
termes de la fraction par ceux de ces facteurs premiers dont 
les exposants ne sont pas divisibles par 3, et autant de fois par 
ces facteurs qu'il le faudra pour qu'ils aient dans le nouveau 
dénominateur des exposants qui soient des multiples de 3. On 
extraira ensuite la racine cubique de ce nouveau dénominaieur 
en divisant par 3 les exposants de ses facteurs premiers. 

Exemple: Extraire la racine cubique de ^^. On trouve (88) 
que 4320 = 2'.3*.5 : ainsi on multipliera les deux termes de la 
fraction y^ par 2.5*, ce qui donnera -^Itti* ^^ racine cu- 
bique du numérateur est 9 à moins d'une unité ; celle du dé- 
nominateur est 2\3.5 =60 : donc y/jflt-o^iô = û* ^ moins 
de 1^5. 

232. Pour extraire la racine cubique cCvm fractioiv à moins 
d'une unité fractionnaire donnée, il faudra multiplier cette frac- 
iion par le cube du dénominateur de cette unité fractionnaire^ 
^traire à moins d'une unité la racine cubique du ply>s grand 
nombre entier contenu dans le produit^ et diviser cette racine par 
le dénominateur de Vunité fractionnaire donnée. 

Exemple : Calculer la racine cubique de 5 -Z^, à moiçs de jfe. 
Je multiplie 5 ^ par le cube de 20, c'est-à-dire par 8000,* ce 
qui donne 43076 |5; la racine du plus grand* cube contenu 
dans 43076 est 35 : donc fj = î est la racine cubique de 
5 ^ à moins do ^ (210). 
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233. Il suit de ce qui précède que, pour trouver la racine 
cubique dCune fraction ordinaire à moins dune unité décimale 
donnée^ on convertira cette fraction en décimales^ en ayant soin 
de continuer le calcul relatif à cette conversion jusqu'à ce qu*on 
ail trois fois plus de décimales que Von n'en demande à la ra- 
cine, et la racine cribique de la fraction résudtante sera la racine 
demandée. 

Ainsii si l'on veut avoir la racine cubique de |f| à moins 
de -^9 on réduira cette fraction en décimales en s'arrèlant au 
chiffre des millièmes, ce qui donnera 0,445; et, en extrayant 
la racine cubique de cette fraction, on trouvera 0,7 pour valeur 
de la racine demandée à moins de •^. 

254. En raisonnant comme au n* 214, on verra que lors- 
que Vindice d'une racine à extraire sera une puissance parfaite 
de 3, U suffira, pour obtenir cette racine^ d'extraire du nombre 
proposé un nombre de racines cubiques successives marqué par 
Vexfbsant que 3 a dans Vindice de cette racine. 

255. Nous sommes maintenant en état d'extraire d'un 
nombre toute racine dont l'indice n'a pas d'autres facteurs 
premiers que 2 et 3, et même d'extraire cette racine avec tel 
degré d'approximation que l'on voudra. Supposons, en efTet 
pour fixer les idées, que l'on demande d'extraire d'un nombre 
la racine du degré 2*. 3"= 72. Si nous extrayons d'abord de ce 
nombre la racine du degré 2* = 8 (214), et que de celte ra- 
cine nous extrayions la racine du degré 3'= 9 (234), nous 
obtiendrons la racine Ï2* du nombre proposé : car la racine 9« 
de la racine 8« entrera 9 fois comme facteur dans cette ra- 
cine 8'; mais celle-ci est 8 fois facteur dans le nombre proposé r 
donc la racine 9« de la racine 8" est 9 fois 8 fois ou 72 fois- 
facteur dans ce nombre; donc elle en est bien la racine 72". 

Demande-t-on maintenant la racine sixièms de 7 à moins 
d'un dixième? on verra, en raisonnant comme au n* 202, que 
pour l'obtenir, U faut multiplier ce nombre par 10% extraire la 
racine dixième du produit 7000000 à moins d'une unité, et 
diviser ensuite cette racine par 10. Extrayons donc la racine 
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sixième de 7000000, et pour cela extrayons d'abord la racine 
carrée de ce nombre. Nous trouverons 2645 pour résultai. Ex- 
trayons actuellement la racine cubique de 2645. Celle racine 
est 13, et je dis que 13 est la racine sixième de 7000000 à 
moins d'une unité. En effet, il est d'abord évident que le carré 
du cube de 13, c'est-à-dire la sixième puissance de 13, est 
moindre que 7000000. D'un autre côté, le cube de Usur- 
passe 2645 au moins d'une unité, et comme le carré de 2646 
est plus grand que 7000000; il s'ensuit que le carré du cube 
de 14, c'est-à-dire la sixième puissance de 14, surpasse aussi 
7000000 : donc la racine sixième de ce nombre est comprise 
entre 13 et \k, et par conséquent la racine de 7 tombe entre 1,3 
et 1,4; donc 1^3 est la racine sixième de 1 à moins d*un 
dixième. 

* 236. Nous avons démontré aux n** 57 et 118 que l'on 
pouvait intervertir l'ordre des facteurs d'un produit sans alté- 
rer sa valeur, lorsque ces facteurs étaient incommensuraWes; 
il convient actuellement d'examiner si ce principe est encore 
vrai, quand les facteurs que l'on considère sont incommensu- 
rables; mais il faut auparavant établir un principe qui est d'une 
grande importance, et d'abord définir ce qu'on enteiid par K- 
mite d^xme quantité variable. 

On appelle limite d'une quantité varuble une quantité fixe 
dont elle s'approche indéfinimenty c'est-à-dire de manière que leur 
différence puisse devenir moindre que toute grandeur donnée, sans 
cependant se réduire jamais rigoureusement à zéro. Ainsi nous 
avons vu au n*" 164 que la fraction décimale 0,99999.... diffé- 
rera de l'unité aussi peu que Ton voudra, si on la compose d'un 
nombre suffisant de chiffres 9, mais qu'elle ne sera jamais ri- 
goureusement égale à 1 tant que le nombre de ces chifl'res sera 
limité. 

*257. Il suit immédiatement de cette définition que si deux 
quantités variables restent constamment égales entre elles dam tous 
les états de grandeur par lesquels elles passent^ leurs limites seront 
égales. 
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Soient, en eflet, a et & deux grandeurs variables, et A et B les 
limites vers lesquelles elles tendent respectivement : on pourra 
assigner à a et par conséquent à b, qu'on suppose lui être con- 
stamment égale, une valeur qui diffère de B d'aussi peu qu'on 
voudra; donc A est aussi limite de 5; donc A égale B, puisqu'il 
est évident qu'une même quantité ne peut pas tendre en même 
temps vers deux limites inégales. 

* 238. Nous pouvons maintenant démontrer que la valeur 
éfun produit de facteurs incommensurables ne change pas si l'on 
intervertit tordre de ces facteurs. Je fais d'abord observer que Ton 
peut toujours trouver une quantité commensurable qui diffère 
d'aussi peu que Ton veut d'une grandeur incommensurable 
donnée; en second lieu, que la définition du n"" 23 n'ayant au- 
cun sens si le multiplicateur est incommensurable, oi} doit re- 
garder un produit de facteurs incommensurables comme la limite 
vers laquelle tendent les produits que Von obtient^ lorsqu'on rem* 
place les facteurs irrationnels par des facteurs rationnels qui en 
approchent indéfiniment. Or, ces produits successifs de facteurs 
commensurables ne changent pas de valeur lorsqu'on inter- 
vertit l'ordre de leurs facteurs : donc il en est de même du 
produit des facteurs incommensurables proposés, puisque les 
limites de deux quantités égales sont égales (237); ainsi, aetb 
désignant deux nombres commensurables variables qui s'ap- 
prochent indéfiniment de deux quantités incommensurables 
A et B, on aura constamment a.b = b.a; donc les limites 
A.B et B.A de ces deux produits sont égales (237); donc 
A.B=B.A. 



CffiPITRE XII. 

ilAPPORTS ET PROPORTIONS. 



S I. DÉFINITIONS. 

239. On appelle rapport ou raison le résultat de la comparai- 
son de deux quantités. 

Lorsque Ton compare deux quantités, on a pour but de sa- 
voir de combien Tune surpasse l'autre, ou combien de fois 
Tune contient l'autre. Ainsi, dans le premier cas, le rapport de 
15 à 5 est 15 — 5 = 10, et dans le second il est ^ = 3. 

On voit donc qu'il y a deux sortes de rapports : le rapport j^r 
différence ou arithmétiquef et le rapport par quotient ou géomé- 
trique. 

240. On appelle proportion l'expression de Végalité de deux 
rapports de même espèce. Comme il y a deux sortes de rapports, 
il y a aussi deux sortes de proportions : la proportion par dif- 
férence ou Yéquidi/férence^ et la proportion par quotient ou 
simplement \aL proportion. 

Ainsi l'égalité des deux rapports 15 —5 et 1 2 — 2 forme une 
équidifTcrence qu'on écrit ainsi : 

» 

15.5:12.2. 

Elle s'énonce : 15 e^^ à 5 comme 12 est à 2. 

Dii môme, l'égalité des rapports V et ^ forme une propor- 
tion qu'on écrit : 

15:5:: 12:4, 

et qui s'énonce : lï> estàb comme 12 est à 4. 

241. Le premier terme d'un rapport se nomme antécédent, 
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et le second conséquent. Ainsi toute proportion a deux antécé- 
dents et deux conséquents, aussi bien que deux moyens et deux 
extrêmes; dans la proportion 15 : 5 :: 12:4, 15 et 12 sont les 
deux antécédents, 5 et 4 sont les deux conséquents; 5 et 12 
sont les deux moyens, 15 et 4 sont les deux extrêmes. 

242. Lorsque les deux moyens d'une proportion sont égaux, on 
dit que la proportion est continue, et le terme moyen s'appelle 

MOYENNE DIFFÉRENTIELLE OU MOYENNE PROPORTIONNELLE, SUivant 

que la proportion est par différence ou par quotient. On voit 
ainsi qu'une moyenne différentielle ou proportionnelle entre deux 
nombres est un nombre qui forme les deux moyens d'une propor-^ 
tionpar différence ou par quotient do^it les deux nombres donnés 
sont les deux extrêmes. Ainsi 9 est une moyenne différentielle 
entre 6 et 12, et 10 est une moyenne proportionnelle entre 5 
et 20, car on a : 

6.9:9.12, 

5:10:: 10:20. 

245. Désormais nous désignerons sous le nom de raison le 
rapport effeclué. Ainsi la raison d'un rapport par différence sera 
V excès de l'antécédent sur le conséquent^ ou du conséquent sur Vartr 
técédenty suivant que celui ci sera plus grand ou plus petit que 
Vautre; et la raison dun rapport par quotient sera toujours le 
quotient de l'antécédent divisé par le conséquent. 

$ II. DES ÉQUIDIFFÉRENCES. 

244. Dans toute équidifférence, la somme des extrêmes est égale 
à celle des moyens^ c'est-à-dire que, dans l'équidifférence 

15.5:12.2, 

on aura 15-f-2=5 + i2 

En effet, si chaque conséquent était égal à son antécédent, 
le pj*incipe serait évident de lui-même; car la somme des 



I 

1 
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extrêmes et celle des moyens seraljnt composées des mêmes 
parties. 

Or, si Ton ajoute la raison à chaque conséquent, les consé- 
quenls deviendront égaux à leurs antécédents (243); ainsi on 
aura 

15.15:12,12; 

et alors la somme des extrêmes sera égale à celle des moyens» 
Mais en ajoutant la raison à chaque conséquent, nous avons 
augmenté la somme des extrêmes et celle des moyens chacune 
de cette raison : donc, puisque après celte augmentation elles 
sont égales, elles Tétaient nécessairement auparavant ; donc,, 
dans toute équidififérence la somme des extrêmes est égale à 
celle des moyens. 

24ë, Ce principe fournit le moyen de trouver Uniterme d'une 
équldifférence lorsqu'on connaît les trois autres. 

Supposons, par exemple, qu'on donne un extrême et deux 
moyens; nous dirons : Si de la somme des deux extrêmes nous 
retranchions un extrême, il resterait évidemment l'autre; mais 
comme la somme des extrêmes est égale à celle des moyens, il 
n*y aura quà retrancher Vextréme connu de la somme des dexm 
moyens, et Von trouvera l'autre extrême. 

enverrait de même que, pour calculer un moyen^ il faut de l<». 
s(ymme des deux extrêmes retrancher le moyen connu. 

246. Si l'équidifférenceest continue, la somme des extrêmes 
est égale alors au double du terme moyen : donc celui-ci vaut 
la demi-somme des extrêmes; donc, pour prendre une moyenne 
différentielle entre deux nombres^ il faut prendre la moitié de la 
$(ymme de ces nombres. On trouvera ainsi que la moyenne diffé- 
rentielle entre 5 et 15 est - ^"^^^ =10; et, en effet, on a 

5.10:10.15. 

247. Nous avons prouvé que dans toute équidifférence la 
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somme des extrêmes est égale à celle des moyens. Récipro- 
quement, lorsque quatre nombres sont tels que la somme des ex- 
trêmes est égale à celle des moyens^ ces quatre nombre forment une 
équidifférence. 

11 surfit pour le démontrer de faire voir que, si quatre nom- 
bres ne forment pas une équidifférencCy la somme des extrêmes n*est 
pas égale à celle des moyens. 

Considérons, en effet, quatre nombres 15, 5, 12 et 3, tels 
que le rapport des deux premiers ne soit pas égal à celui des 
deux derniers : si à chaque conséquent on ajoute la raison du 
premier rapport, le premier conséquent deviendra égal à son 
antécédent; mais il n'en sera pas de môme du second, puisque 
les raisons des deux rapports sont supposées différentes. Donc, 
après cette addition, la somme des extrêmes ne sera pas égale 
à celle des moyens, car elles auront une partie commune et 
une partie différente. 

Mais, en ajoutant laraison du premier rapport à chaque con- 
séquent, on a augmenté la somme des extrêmes et celle des 
moyens chacune de cette raison : donc, puisque après cette 
augmentation ces deux sommes sont inégales, elles Tétaient 
nécessairement auparavant ; donc, lorsque quatre nombres ne 
forment pas une équidifférence, la somme des extrêmes n'est 
pas égale à celle des moyens ; donc, lorsque quatre nombres 
sont tels que la somnie des extrêmes est égale à la somme des 
moyens, ces quatre nombres forment une équidifférence. 

248. Il suit de là qu'on pourra toujours faire subir aux termes 
d'une équidifférence tous les changements qui n'altéreront pas Vé^ 
égalité entre la somme des extrêmes et celle des moyens : ainsi on 
pourra intervertir' V ordre des extrêmes ou celui des moyens^ 
mettre les moyens à la place des extrêmes et réciproquement^ 
augmenter ou diminuer d'une même quantité un extrême et un 
moyen. 
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S III. DES PROPORTIONS PAR QUOTIENT. 

249. Dans toute proportion, le produit des extrêmes est égal à 
celui des moyensy c'est-à-dire que dans la proportion 

15:5:: 12: 4, 
on aura 

15X4=5X12. 

En effet, si chaque conséquent élaît égal à son antécédenf, 
le principe serait évident de lui-môme : car le produit des 
extrêmes et celui des moyens seraient composés des mêmes 
facteurs. Or, si l'on multiplie chaque conséquent par la raison^ 
chacun d'eux deviendra égal à son antécédent (243) : ainsi on 
aura 

15:15:: 12: 12, 

et alors le produit des extrêmes sera égal à celui des moyens. 
Mais, en multipliant chaque conséquent par la raison, nous 
avons multiplié le produit des extrêmes et celui des moyens 
chacun par cette raison (59) : donc, puisque après cette mul- 
tiplication ces deux produits sont éganx, ils Tétaient nécessai- 
rement auparavant; donc, dans toute proportion, le produit 
des extrêmes est égal à celui des moyens. 

Donc, si quatre nombres sont tels que le produit des extrêmes ne 
soit pas égal à celui des moyens, ces quatre nombres ne formeront 
pas une proportion, sans quoi le produit des extrêmes serait 
égal à celui des moyens. 

250. Il suit de ce principe que, si Ton veut calculer l'un des 
extrêmes d'une proportion dont on connaît les trois autres termes^ 
il suffira de diviser le produit des moyens par l'extrême connu. 

En effet, si l'on divisait le produit des extrêmes par l'extrême 
connu, on aurait évidemment l'autre ; mais, comrçe le produit 
des extrêmes est égal à celui des moyens, en divisant le produit 
des moyens par l'extrême connu, on trouvera le même résultat. 
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Exemple: Calculer le quatrième terme de la proportion 
15:5:: 12 :x. On aura : a?=*-r^=4. 

On verra de môme que, peur calculer un des moyens^ il n'y a 
qu'à diviser le produit des extrêmes par le moyen connu. 

251. Si la proportion est continue, le produit des extrêmes 
est égal au carré du terme moyen : donc ce terme est égala 
la racine carrée du produit des extrêmes; donc, pour prendre 
une moyenne proportionnelle entre deux nombres, il faut extraire 
la racine carrée de leur produit. Ainsi, pour trouver une moyenne 
proportionnelle entre 4 et 9, nous multiplierons 4 par 9, ce 
qui donnera 36; nous extrairons la racine carrée de 36, et le 
résultat 6 de cette opération sera la moyenne proportionnelle 
demandée. 

252. Si quatre nombres sont tels que le produit des deux moyens 
est égal au produit des deux extrémeSy ces quatre nombres forment 
une proportion. 

Il suffit, pour démontrer ce principe, de faire voir que, si 
quatre nombres ne forment pas une proportion, le produit des ex- 
trêmes n*est pas égal à celui des moyens. Considérons donc 
quatre nombres 15, 5, 12 et 3, tels que le rapport des deux 
premiers ne soit pas égal à celui des deux derniers. Si l'on mul- 
tiplie chaque conséquent par la raison du premier rapport, le 
premier conséquent deviendra égal à son antécédent; mais il 
n'en sera pas de même du second, puisque les raisons des deux 
rapports sont supposées différentes : donc, après cette multi- 
plication, le produit des extrêmes ne sera pas égal à celui des 
moyens, car les deux produits auront un facteur commun et 
un facteur différent. Mais, en multipliant chaque conséquent 
par la raison du premier rapport, nous avons multiplié le pro- 
duit des extrêmes et celui des moyens chacun par celte raison : 
donc, puisque après cette multiplication ces deux produits sont 
inégaux, ilsFétaient nécessairement auparavant; donc, lorsque 
quatre nombres ne forment pas une proportion, le produit des 
extrêmes n'est pas égal à celui des moyens ; donc, si quatre 
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nombres sont tels que le produit des extrêmes soit égal à celui 
des moyens, ces quatrcs nombres formeront une proportion. 

283. Il suit de là qu*on peut faire svMr aux termes cCu/ne 
proportion tom les changements qui n*altèrent pas Végalité 
entre le produit des extrêmes et celui des moyens. Ainsi, on 
pivurra intervertir l'ordre des extrêmes et celui des nwyens, 
mettre les extrêmes à la place des moyens et réciproquement, 
multiplier ou diviser par un mime nombre un extrême et un 
n)Dyen. 

Ce principe permet de faire évanouir les dénominateurs qui 
pourraient se trouver dans une proportion. Que Ton ait, par 
exemple, la proportion 

on multipliera d'abord les antécédents par leur plus petit dé- 
nominateur commun 12, ce qui donnera 

9:t:: io:a?; 

et, en multipliant ensuite les deux termes du premier rapport 
par 3, il viendra enfin 

27:2::io:a?=|^. 

284. Owand deux proportions ont un rapport commun^ les 
d&ux autres rapports forment une proportion. 

Car ces deux autres rapports, étant égaux au rapport com- 
mun, sont égaux entre eux. Ainsi les proportions 



: 7 :: 15 : 21 | donnent 15 : 21 :: 10 : 14. 
:7::io:i4 ) 



288. Lorsque deux proportions ont les mimes antécédents ou les 
mimes conséquents, les quatre autres termes forment une pro- 
portion, • 

Cette propriété se déduit de la précédente en intervertissant 
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dans chaque proportion l'ordre des moyens. Ainsi, des pro- 
portions 



''\V'VV. [on tire (285) (^•'^••^^•21 
:io::7:i4 i ^ ^ \ 5:7::io:i4, 



et comme ces deux dernières proportions sont liées par un 
rapport commun, elles donnent 15 : 21 :: 10 : 14. 

266. Dans toute proportion^ la somme ou la différence des 
deux premiers termes est à la somme ou à la différence des deux 
derniers comme le premier est au troisième, ou comme le second 
est au quatrième. 

C'est-à-dire que la proportion 

10:5:: 12:6 

donnera I0dz5: I2dz6 :: 10: 12:: 5:6. 

En effet, si Ton augmente ou si Ton diminue chaque antécé- 
dent de son conséquent, les nouveaux antécédents contiendront 
les conséquents primitifs une fois de plus ou de moins : donc 
les raisons des deux rapports seront chacune augmentées ou 
diminuées d'une unité (243). Mais elles étaient d'abord égales : 
donc elles le seront encore; donc il y aura proportion entre 
les nouveaux antécédents et les conséquents primitifs; donc 
on aura la proportion 

I0zfc5:5:: I2zh6:6, 
ou, en intervertissant l'ordre des moyens, 

I0zfc5: I2it6::5:6. 

Mais si Ton change aussi l'ordre des moyens dans la proportion 
proposée, elle deviendra 

10: 12:: 5: 6, 
ce qui montre que le rapport de 5 à 6 est le môme que celui de 
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10 à 12 : donc le rapport 10ii:5 : 12dze, qui csl égal au rap- 
port 5 : 6, le sera aussi au rapport 10: 12; donc on aura enfin 

io±5:i2±6::io:i2::5:6, 

ce qu'il fallait démontrer. 

287. Il est facile de déduire de là que, dans toute proportion, 
la somme des deux premiers termes est à leur différence comme la 
somme des deux derniers est à leur différence. 

288. Dans toute proportion, la somme ou la différence des anté- 
cédents est à la somme ou à la différence des conséquents commue un 
antécédent est à son conséquent. 

C'est-à-dire que la proportion 

I0:5::i2:6 

donnera I2±i0:6d=5:: 10:5:: 12:6. 

En effet, si dans la proportion proposée on intervertit Tordre 
des moyens, on aura 

io:i2::5:6. 

Mais on sait que, dans toute proportion, la somme ou la 
différence des deux premiers termes est à la somme ou à la 
différence des deux derniers comme le premier est au troi- 
sième, ou comme le second est au quatrième (286) ; donc la 
proportion précédente donnera 

i2dzio:6db5:: 10: &:: 12:6. 

2(50. Dans une suite de rapports égaux, la somme d'un certain 
nombre d'antécédents est à la somme de leurs conséquents cêmme 
un antécédent quelconque est à son conséquent. 

C'est-à-dire (juc, si Ton a la suite de rapports égaux 

2 : 4 1: 3 : 6 :: 5 : 10 :: 7 : 14 :: , etc., 

13 
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on en déduifA 

2^3-[-5+7:44-64-io+i4::7:i4 

En effet, les deux premiers rapports de la sujte proposée 
forment la proportion 

Mais comme nous venons de démontrer que dans toute pro- 
portion la somme des antécédents est à la somme des consé- 
quents comme un antécédent est à son conséquent, cette pro« 

portion donnera 

2+3:4+6::3:6. 

Or au rapport de 3 à 6 on peut substituer le rapport équivalent 
de 5 à 10 : ainsi Ton aura 

2+3:4-1-6 ::5: lo. 

Si l'on applique à cette proportipii le principe du numéro 
précédent, il viendra 

2 4-3+5:4+6+10 ::5:i0; 

et en substituant au rapport 5 : 10 le rapport équivalent 7 : 14, 

on aura 

2+3+5:4+6+10:: 7: 14. 

En appliquant enfin à celte dernière proportion le principe du 
numéro précédent, nous aurons 

2 + 3 + 5+7 :4 + 6+10+14.:: 7 : 14,, 
ce qu'il fallait démontrer. 

260. Si Von multiplie plusieurs proportions par ordre, c'est-à- 
dire terme à terme^ les produits quon obtiendra formeront unepro» 
portion. 
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Ainsi, des proportions 

2 : 4 :: 3 : 6, 
6 : 15 :: 7 :. 21, 
8 : 16 :: 9 : I8, 

on tirera la proportion 

2. 5. 8: 4. 15. 16:: 3. 7. 9: 6. 21. 18. 

Pour démontrer que ces quatre produits forment une pro- 
portion, il suffit de prouver que le produit des deux extrêmes 
est égal au produit des deux moyens (282). 

Or, le premier extrême 2.5.8 est le produit des premiers 
extrêmes des proportions données ; de même, le second extrême 
6.21.18 est le produit des seconds extrêmes de ces mêmes pro- 
portions; donc le produit des deux extrêmes 2.5.8 et 6.21.18 
est le produit de tous les extrêmes des proportions données (58). 
On verra de même que le produit des deux moyens 4.15.16 
et 3.7.9 est le produit de tous les moyens fc ces mêmes pro- 
portions. Mais dans chacune d'elles le produit des extrêmes est 
égal à celui des moyens : donc le proéiuit de tous leurs ex- 
trêmes est égal à celui de tous leurs me yens; donc, dans la pro- 
portion que nous< voulons établir, le produit des extrêmes est 
égal au produit des moyens; donc cette proportion est vraie* 

261. Concluons de là que les carrés ^ les cubes y et en général 
les puissances semblables de quatre quantités en proportion sont 
aussi en proportion, c'est-à-dire que de la proportion 

2:4::5:io, 

on déduira, par exemple, 

2»:4«::5': 10'. 

En effet, nous obtiendrons eetteproportîon en multipliât^ la 
première deux fois par dle-^mème, et nous venons de protrver 
que les produits seraient en proportion.. 
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265. Les racines carrées^ cubiques^ et en général les racines 
semblables de quatre quantités en proportion sont aussi en propor- 
tion. 

Soit, en effet, la proportion 

16: 12:: 8: 6; 

je dis qu'on aura, par exemple, 

En effet, on tire la proportion énoncée (249) 

16X6=12X8. 

Mnts nous avons vu que la racine cubique d'un produit s'obtient 
en extrayant séparément les racines cubiques de chncun de ses 
focteurs (22») et en multipliant ces racines entre elles; nous 
aurons donc, d'après cela, 

V^T6x'6=v^T2Xv^, 

ce qui prouve que, dans la proportion à démontrer, le produit 
des extrêmes est ^gaî au produit des moyens, et que par con- 
séquent celte proportion est vraie (252). 

Si Von divise deux proportions terme à terme^ les quotients 
formeront une proportion. 

C'esl-à-dire que des deux proportions 

5: 15:: 4: 12, 

2:, 8:: 6: 24, 

Oïl tirera f:*^:: IrH- 

En effet, le produit des extrêmes de la proportion à démon- 
trer est une fraction ^ qui a pour numérateur le produit des 
extrêmes de la première des proportions proposées, et pour 
dénotninateurle produit des extrêmes de la seconde. Le produit 
des mc^ensde ccHe môme proportion est une fraction ^^' qui a 
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pour numérateur le produit des moyens de la première» et 
pour dénominaleur le produit des moyens de la seconde; 
mais dans chacune des proportions énoncées le produit des 
extrêmes est égal à celui des moyens : donc les deux fractions 
1^ et ^^y qui expriment le produit des extrêmes et le produit 
des moyens de la proportion à démontrer, ou des numérateurs 
égaux et des dénominateurs aussi égaux î donc elles sont égales, 
donc cette proportion est vraie. 

264. Quoique les principes que nous venons d*établir Taient 
élé en considérant des quantités commensurables, ils n'en sont 
pas moins applicables à des quantités incommensurables. Il 
suHity pour s*en convaincre, de bien définir ce qu'on entend 
par le rapport de deux grandeurs irrationnelles. Or, puisqu*un 
peut toujours assigner une quantité commensurable qui diiTère 
d*aussi peu que Ton veut d*une quantité incommensurable 
donnée, on regarde le rapport des deux qua7itUcs incommensu'^ 
râbles comme la limUe (236) vers laquelle tendent les rapports 
successifs que Von obtient en remplaçant ces quantités incom* 
mensurables par des valeurs commensurables qui en approclicni de 
plus enplus. Donc les propriétés dont jouissent les rapports de 
quantités commensurables conviennent également aux rap* 
ports de quantités incommensurables; car les limites vers. les- 
quelles tendent deux grandeurs, qui sont constamment égales 
dans tous les étals de grandeur par lesquels elles passent, sont 
aussi égales (257). 

265. Nous avons dit qu*on appelait rapport par quotient 
le résultat de la comparaison de deux quantités» faite dans le 
but de savoir combien de fois l'une contient l'autre. Si la pre- 
mière quantité contient la seconde un nombre exact d& fois, le 
rapport de ces deux quantités est évidemment ce nombre lui- 
même, c'est-à-dire le quotient de leur division ; ainsi 18 con- 
tient 3 fois 6 ; le rapport de 18 à 6 est 3=-^. Si la piemièrn 
quantité ne contient pas exactement la seconde^ on les com- 
pare toutes les deux à une troisième quantité prise* pour com- 
mune mesure; soient, par exemple, les deuimuanlitésl8et 7; 
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ruDité est contenue 18 fois dans ia première, et 7 fois dans la 
seconde : donc la première quantité vaut 18 fois la septième 
partie ou les 4^ de la seconde; c'esl-è^dîre qae leur rapport 
est une fraction dont les deux termes sont les nombres de 
mesures communes contenues dans les deux quantités que Ton 
a comparées. Or une fraction exprime le quotient de son nu- 
mérateur par son dénominateur (94) ; on voit donc que les 
expressions fraction^ qtuHierU, rapport^ peurent être considérées 
comme signifiant la même chose, et les mots numérateur , di- 
nùminateur^ comme synonymes A^antécédmt et de conséquent. 

En considérant les rapports sous ce nouveau point de vue, 
rien ne sera plus facile que d'arriver aux propriétés démon- 
trées aux n** 240 et suivants. Ainsi, la proposition fondamen- 
tale du n* 249 se démontrera immédiatement en réduisant les 
deux rapporis considérés au même dénominateur. Le principe 
important du n« 259 se démontre avec la même facilité : soient, 
en effet, les rapports égaux 

a û/ <f 

5 — ^/— ^//> etc.; 

on a évidemment : 



d'où Ton tire, en ajoutant ces égalités membre à membre : 
et par suite 



ï. I K» _L h» — »:• 



C'est d'ailleurs le même principe que nous avions déjà dé- 
montré au .n"" iOtt. 



CHAPITRE XIIL 

PROGRESSIONS. 



S L PROGRESSIONS PAR DIFFÉRENCE. 

S66. On appelle progression par différence ou arithmé- 
tique une suite de nombres tels que chacun d'eux surpasse celui 
qui le précède y ou en est surpassé^ d'une quantité constante qu'on 
appelle raison de la progression. 

Ainsi chaque terme est moyen diiïérentiel entre celui qui le 
précède et celui qui le suit (242). 

•j 2.5 .8. 11. 14.17. 20.etc., 

-f30.27.24.2i. 18.15.12. etc., 

«ont deux progressions par différence, Tune croisante, Tautre 
décroissante, qui toutes deux ont 3 pour raison. 

La première s'énonce : %estàb comme bestàS^ comin^. 8 est 
à Wj comme \\ est àlk^ comme^ etc. La seconde s'énoncerait 
de la même manière. 

867. Il suit de la définition précédente que 

le 2* terme est égal au 1*' plus ou moins la raison ; 

le 3* au 1*» plus ou moins la raison , plus bu 

moins la raison, c'est-à-dire est égal 
au 1*' plus ou moins 2 fois la raison; 

le 4"^ au I** plusou moins 2 fois la raison, plus ou 

moins la raison, c'est-à-dirè est égal 
au 1*^ plus ou moins 3 fois la raison; 

le 5'. hu ï* plus ou moins 3 fois la raison, plus 

ou moins la raison, c'est-à-dire est 

égal au 1*' plus ou moins 4 fois la 

raison ; ♦ 

etc. " 

Donc, en général, un terme quelconque d^une progression par 
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différence est égal au premier augmenté ou diminué d^autant de 
fois la raison qu'il y a de termes avant lui. 

Cette règle donne le moyen de calculer un terme quelconque 
d'une progression, sans qu'on soit obligé de former tous ceux 
qui le précèdent. Veut-on, par exemple, calculer le cent cin- 
quantième terme de la progression -^2.5.8.11. etc.; on voif, à 
l'inspection de cette progression, que la raison est 3 et le pre- 
mier terme 2 : ainsi, pour calculer le cent cinquantième terme, 
lequel en a par conséquent 149 avant lui, il faut multiplier 3 
par 149, ce qui donne 447 ; et, en ajoutant 2 à ce produit, on 
trouve 449 pour valeur du cent cinquantième terme. 

268, Insérer des moyens différentiels entre deux nommes don- 
nés, c'est trouver des nombres qui forment une progression par dif- 
férence dont les deva nombres donnés soient îes deux extrêmes. 

Proposons-nous d'insérer entre deux nombres donnés un 
certain nombre de moyens différentiels. Il est clair que, si l'on 
connaissait la raison de la progression dont ces moyens doivent 
faire partie, il suffirait de l'ajouter au plus petit des deux nom- 
bres donnés pour avoir le premier moyen, de l'ajouter au pre- 
mier moyen pour obtenir le second, et ainsi de suite. Cher- 
chons donc à déterminer cette raison. 

Or, il suit du numéro précédent que le plus grand des deux 
nombres donnés est égal au plus petit augmenté d'autant de 
fois la raison qu'il y a de moyens à insérer plus un : car c'est 
précisément là le nombre des termes qui précèdentle plus grand 
des deux nombres. Donc, si du plus grand nombre on retranche 
le plus petit, le reste sera égal à la raison multipliée par le 
nombre des moyens à insérer plus un ; donc, pour obtenir la 
raison de laprogression demandée^ il suffit de diviser ladifférence des 
deux nombres donnés par le nombre des moyens à insérer plus un. 

Exemple. Insérer six moyens différentiels entre 2 et 23. Pour 
cela, je retranche 2 de 23, ce qui donne 21 pour reste; je di- 
vise ce reste paf le nombre des moyensà insérer plus un, c'est- 
à-dire par 7 ; le quotient 3 exprime la raison de la progression 
cherchée, qui est ainsi t2.5.8«11.14.17.£0.23. 



PROGRESSIONS. 201 

269. Si entre tous les termes cTune progression par différence 
on insère le même nombre de moyens différentiels y toutes les pro- 
gressions partielles ainsi formées composeront une seule et même 
progression. 

En effet, le nombre des moyens inséré entre les différents 
termes de la progression étant le même, ainsi que la différence 
de deux termes consécutifs quelconques de cette progression, 
la raison sera la même dans toutes les progressions par- 
tielles (268) ; et comme d'ailleurs le dernier terme de la pre- 
mière est le premier de la seconde, que le dernier de la se- 
conde est le premier de la troisième, et ainsi de suite, il est 
évident que toutes les progressions partielles formeront une 
seule et même progression. 

270. Dans toute progression par différence^ la somme de deux 
termes èquidistants des extrêmes est égale à celle des extrêmes. 

Considérons, en effet, deux termes moyens, également dis- 
tants des deux extrêmes, et supposons, pour fixer les idées, que 
la progression soit croissante; le premier de ces deux moyens 
sera égal au premier terme de la progression, augmenté d'au- 
tant de fois la raison qu'il y a de termes intermédiaires plus 
un (267) : par conséquent, la différence qui existe entre le 
premier terme de la progression et le premier moyen sera 
égale à autant de fois la raison qu'il y a de termes intermé- 
diaires plus un. De même, la différence du second moyen au 
dernier terme de la progression sera égale à autant de fois la 
raison qu'il y a de termes intermédiaires plus un : donc, puisque 
les deux moyens sont èquidistants des extrêmes, ces deux dif- 
férences sont égales ; donc ces quatre termes forment une équi- 
différence, et par conséquent la somme des deux moyens est 
égale à celle des deux extrêmes (244) ; ce qu'il fallait démontrer. 

271. Proposons- nous actuellement de calculer la somme des 
termes d'une progression par différence, et considérons, par 
exemple, la progression 

•S>2.5.8. 11. 14.17.20.23.26. 
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Supposons qu'on écrive la progression sous elle-ménie^ en 
renversant Tordre de ses termes^ ce qui donnera 

^2 . 5.8.il.l4.ï7.S0.i3.26 
-J26.23.20.17. 14. 11. 8.5.2. 

Il résultera de cette disposition que les termes qui S6 corres- 
pondront dans les deux progressions étaient équidistants des 
extrêmes dans la première; que, par conséquent, si Ton addi- 
tionne ces deux progressions terme à terme, leur somme se 
composera d'autant de fois la somme des extrêmes (SI70) qu*il 
7 a de ternies dans la progression primitive. Mais cette somme 
est évidemment le double de la somme cherchée : donc, pour 
avoir celle-ci, il faut diviser la somme trouvée par 2. Donc, 
la somme des termes d^une progression par différence est égale à 
la wMtié du produit qu'on obtient en multipliant la somme des 
deux extrêmes par le nombre des termu. 

Exemple. Calculer la somme des n premiers termes de la 
progression formée par les nombres impairs 1, 3> 5, 7, etc^ 

Il faut d'abord calculer le n**^ terme : en observant que la 
Taison est 2, on trouvera pour sa valeur 1 + 2 (n — I) = 2n -^ i 
{267); donc la somme des deux extrème8est2» ; parconséquenl, 

la somme demandée est — j- = n*, c'est-à-dire est égale au carré 

du nombre des termes additionnés. 

Ce résultat fournit le moyen de trouver deux carrés dont la 
somme soit elle-même un carré. Il suffit, en effet, pour cela, de 
prendre dans la progression '§'1.3.5.7.9. etc., un terme qui 
soit un carré parfait, et le carré du nombre des termes qui te 
précèdent; car leur somme sera égale au carré du nombre 
qui exprime le rang du terme carré que Ton a choisi. Ainsi, 
prenons 49, qui est le 25» terme ; ajoutons-y le carré de 24, et 
nous aurons le carré de 25"^. 



* La formule qui résout ce problème est ( ^ "^ J -f a'=: [ "^ ^ ) * a re- 
présentant un nombre impair c|ttelconqtf#« 
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S H. FHOGasssiaNS par quotient. 

272. On aj^pelle progression par quotient ou géométmique 
une suite de nombres tels que chacun (Tcux est égal à celui qui le 
précède multiplié par une quantité constante qu'on appelle raison 
de la progression. 

Ainsi, chaque terme est moyen proportionnel entre celui 
qui le précède et celui qui le suit (242). 

La progression est croissante ou décroissante, suivant que ia 
raison est plus grande ou plus petite que l'unité (25), 

f56:i8:5^: 162:486:1458: etc., 

sont des progressions par quotient : Tune croissante, dont la 
raison est 3, l'autre décroissante, dont la raison est J. Ces pro- 
gressions s'énoncent d'ailleurs comme les progressions par 
difiérence (266). 

275. Il suit de cette définition que 

le 2« terme est égal au 1" multiplié par la raison ; 

le3« au 1* multiplié par la raison et encore par 

la raison, c'est-à-dire est égal an !•' 
multiplié par la seconde ^UMsance 
de la raison ; 

le 4« au 1* uraltiplié paor la seconde ptrrssance 

de la raison, et encore par la raison, 
c'est-à-dire est égal au l" muhipHé 
par la troisième puissance de la 
raison; 

le 5« ^u 1* multiplié par la troisième puissance 

de la raison, et encore par la raison, 
(fesl4l-dire est égal au 1^ multiplié 
par la quatrième puissance de la 
raison; 

etc. 
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Donc, en général, un terme quelconque (Tune progression par 
quotient est égal au premier multiplié par la raison élevée à une 
puissance marquée par le nombre des termes qui le précèdent. 

Exemple. Calculer le onzième terme de la progression 

f5 6: 18: 54: 162; etc., 

dont la raison est 3. 

On élèvera la raison 3 à la dixième puissance, ce qui don- 
nera 59049 : on multipliera ce nombre par le premier terme 
6, et l'on trouvera que le terme demandé est 354294. 

274. Insérer des nwyens proportionnels entre deux nombres 
donnés^ c'est trouver des nombres qui forment une progression 
par quotient dont les deux nombres donnés soient les deux ex- 
trimes. 

Proposons-nous d*insérer entre deux nombres donnés un 
certain nombre de moyens proportionnels. 

Si Ton connaissait la raison de la progression dont ces 
moyens doivent faire partie, il suffirait de multiplier le plus 
petit nombre par cette raison pour avoir le premier moyen ; 
de multiplier ce premier moyen par la raison pour obtenir le 
second, et ainsi de suite. Cherchons donc celte raison. 

Il suit du numéro précédent que le plus grand des deux 
nombres donnés est égal au plus petit multiplié par la rai- 
son élevée ^ une puissance marquée par le nombre des 
moyens à insérer plus un, car c'est précisément là le nombre 
des termes qui précèdent le plus grand des deux nombres : 
donc, si Ton divise le plus ^and nombre par le plus petit, le 
quotient qu'on obtiendra sera égal à la raison élevée à une 
puissance marquée par le nombre des moyens à insérer plus 
un ; donc, pour obtenir la raison de la progression demandée^ il 
faut diviser le plits grand nombre par 1$ plus petit, et extraire du 
quotient une racine d'un degré égal au nombre des moyens à insé- 
rerplus un. 

Exemple. Insérer deux moyens proportionnels entre 2 et 54. 
On divisera 54 par 2^ ce qui donnera pour quotient 27; on ex- 
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traira la racine froisiëme (ou cubique) de ce quotient, et on 
trouvera 3 pour la raison de la progression, qui sera ainsi 

•H2:6: 18:54. 

Les deux moyens sont donc 6 et 18. 

Puisque nous ne savons extraire que des racines dont l'in- 
dice n'a pas d'autres facteurs prenoiers que 2 et 3 (255), il 
semble que le problème de l'insertion des moyens proportion- 
nels n'est possible que dans certains cas particuliers; mais 
nous donnerons bientôt la méthode à suivre pour extraire 
d'une quantité donnée une racine d'un degré quelconque (284). 

278. Si entre tous les termes cTune progression par qttotîmt 
on insère le mime nombre de moyens proportionnels y toutes les 
progressions partielles ainsi formées composeront une seule et même 
progression, 

La démonstration est la même que celle du n"* 209.. 

276. Proposons-nous maintenant i9 calculer la somme des 
termes d^une progression par qitotient. 

Nous supposerons d'abord que la progression soit croissante, 
et qu'elle soit, par exemple, 

^6: 18:54: 162:486. 

Si l'on multiplie chaque terme de la progression proposée par 
la raison, ce qui domiera 

^ 18 : 54 : 162 : 486 : 486 X 3, 

on reproduira tou3 les termes de cette progression, excepté le 
premier; mais on aura, de plus, le produit du dernier terme 
par la raison. Par conséquent, la différence entre la somme 
des termes de cette seconde progression et celle des termes de 
la première sera éo'ale à l'excès (486 x 3 — 6) du produit du 
dernier terme de la progression donnée par la raison sur son 
premier terme. Or, du produit de la somme des termes de la 
progression multipliée par la raison nous venons de retrancher 
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cfiUe somme de termes : le reste sera ^onc encore égal a« pro- 
duit de celte somme mullifiliée par l'excès (3 — i) de la.raison 
sur Tunilé*; donc, en divisant ce reste par cet excès, ce qui 
donnera ^i^, nous aurons la somme des termes de la pro- 
gression donnée. 

Donc, pour eàlcukr la somme des termes (Tune progression 
croissanU par quotietU, il faut mvitiplier son dernier terme pœt 
la raUim^ retrancher du produit le premier terme de la proçres" 
sion^ et diviser le reste par Vexcès de la raison sur runité. 

Exemple. Galoiler la somme des onze premiers termes de la 

progression k6: 18: 54: 162: etc. Nous avons vu (2J3) que 

le onzième terme était 354294, dont le produit par la raison 

est 1062882 : donc Texpression de la somme demandée sera 

^Mjgfi-^ =r Xûftfft" =s 531438. 

2T7^upposons maintenant que la progression soitdédrois- 
pt^^flÉ^-dire que la raison soit plus petite que l'unité, et 
ij|Îprêfi|QMur exemple la progression 

Si^OTs multiplions chaque terme par la raison f , ce qui don- 
nera 

•± m^-Q» 27 «81. 24^» 248 >• 3 

nous reproduirons tous les termes de la progression, excepté le 
premier; mais nous aurons de plus le produit du dernier terme 
par la raison. Donc, en retranchant la somme des termes de 
cette seconde progression de celle des termes de la première, 
on aura pour reste l'excès (25 — f|^x|) du premier terme de 
la progression donnée sur le produit de son dernier terme par 
la raison. Mais de la somme des termes delà progression noas 
venons de retrancher le produit de celte somme multipliée par 




* Si la raison est un nombre entier, la chose est évidente; supposons 
qu'elle soU fractionnaife^ ^ par exemple; en multipliant la somme des 
termes par t^, nous en avons pris les ^ : aasi, des t^ de la somme de 
termes, nous ATcms retrancké cette somme, donc il nous en est resté les J- 
c est^dire le produit de cette samme par ^ , ou par Texcès de i^ sur 

l'UDité. ^ 



li 
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la raison : donc le reste sera égal au produit de eette somme 
multipliée par l'excès (1 — |) de Ponltéflur la raison*; donc, 

en divisant ce re^te par. cet excès, ce qui donnera j^l — h 

nous aurons la somme des termes de la progression donnée. 
Donc, pour calcukr la somme des termes d'une progression 
décroissante par quotienty il faut du premier terme retrancher le 
produit du dernier multiplié par là raison, et dMser le reste par 
r excès de Vunité sur la raison. 

* 278. D'après cela, si tious représentons le premier terme 
d'une progression décroissante par a, le dernier par /, la rai- 
son par r, la somme des termes par &, nous aurons pour ex- 
pression de la somme des termes de cette progression : 

a — l.r 

* = -- . 

1 — r 

Or, puisque la progression est décroissante, il est évident que 
le dernier terme sera d'autant plus petiè^qu'il sera plus éloigné 
du premier, c'est-à-dire que le nombre des termes sera plus 
considérable; et nous démontrerons plus loin qu'il tend vers 
zéro quand le nombre de ces termes augmente indéfiniment 
(535); donc, en prenant un nombre de termes suffisamment 
grand', la valeur de l et, à plus forte raison, celle du produit /.r 
(r est une fraction) sera asçez petite pour qiiela quantitéo-- Ir 
diffère de a d'aussi peu qu'on voudra; de sorte que la quantité 

a—l''^ différera elle-même d'aussi peu qu'on voudra de la 
1— r 

quantité -A«» Cette denûèrequantité est donc une Kmltedont 

la somme dos termes approche d'autant plus qu'on la compose 

* En effet, en multipliant la sommé des termes par f , nous en avons pris 
les ^ : donc, en retranchant ces J de la somme des termes, il nous en est resté 
les^, c'estVdire le produit de cette somme par |, ou par Pexcès de Purité 
sur la raison J. 



w 
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d*un plus graud nombre de termes (236), mais qu'elle ne peut 
atteindre qu'autant que la progression se prolonge à Tinfini : 
c*est alors seulement que son dernier terme / est nul, et que 
par conséquent le produit l.r devient aussi nul. Donc la 
limite de la somme des termes d*une progression décrois- 
sante à rinflni est ; donc, pour calculer la somme des ter-- 

mes d^une progression par quotient décroissante à Vinlini, il 
faut diviser son premier terme par Vexcès de l'unité sur la 
raison. 

* 870. Considérons la fraction décimale périodique 

0,25252525...; 

elle est la somme des fractions partielles 

0,25 

0,0025 

0,000025 

etc. 

Or on voit que chacune de ces fractions est cent fois plus j)e- 
tile que la précédente (134); de sorte que la fraction décimale 
périodique proposée n'est autre chose que la somme des ter- 
mes d'une progression par quotient décroissante à l'infini, 
dont le premier terme est 0,25, et dont la raison est 0,01. 
Ainsi, pour calculer la valeur de cette fraction périodique, il 
faudra, conformément à ce que nous venons de voir, diviser 
son premier terme 0,25 par l'excès de 1 sur 0,01, c'est-à-dire 
par 0,99 : la valeur de cette fraction sera donc }{j}j, ou, en 
multipliant ses deux termes par 100, |f ; ce qui s'accorde avec 
la règle du n"" 18(1. 



CHAPITRE XIV. 

LOGARITHMES. 



S I. PROPRIÉTÉS DES LOGARITHMES. 

280, On appelle logarithmes une suite de nombres en pro^ 
gression par différence commençant par zérOj qui correspondent 
terme pour terme à une pareille suite de nombres en 'progression 
par quotient commençant par Vunitè, 

Le logarithme dun nombre est donc le terme de la progression 
par différence qui correspond au nombre que ton considère dans 
la progression par quotient. 

Ainsi, soient les deux progressions 

^ 1 : 2 : 4 : 8 : 16 : 32 : 64 etc., 

■J . 3 . 6 . 9 . 12 . 15 : 18 etc.; 

les nombres 0, 6, 15, 18 sont les logarithmes des nombres 
respectifs 1, 4, 32, 64. 

Il semble résulter de cette déflnition que les nombres moin- 
dres que Tunilé n'ont pas de logaritbmes, si la progression 
géométrique est croissante, comme dans Texemple ciMiessu3, 
et que ce seraient au contraire les nombres > 1 qui n auraient 
pas de logarithmes, si elle était décroissante. Alors, pour com-* 
prendre à la fois les nombres plus petits et plus grands que 
l'unité dans la progression par quotient, on u*aura qu*à la 
prolonger vers la gauche, en divisant Tunité par la raison, puis 
divisant le terme ainsi obtenu par la raison, et ainsi de suite. 

Pour obtenir les logarithmes de ces nombres, on prolon* 
géra de même la progression arithmétique vers la gauche, en 
retranchant d'abord la raison du premier terme «ero; mais 
comme cette soustraction ne peut s'effectuer, on Tindiquera 
en écrivant le signe — devant cette raison; on retranchera 

14 
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encore la raison de ce terme, ce qui donnera un second terme 
équivalent à moins la raison moins la raison, c'est^-à-^dire à 
moins deux fois la raison, et ainsi de suite. 

De cette manière, on aura les deux progressions indéfinies 
dans les deux sens : 

T7* • • • 1^ • 8* 4*7* ^ •^•4«0« L0« •*••«, 

et les termes de la seconde seront les logarithmes des termes 
correspondants de la première. 

S81. Il résulte des principes établis aux n"" 267 et 273 que, 
dans une progression par quotient commençant par Tunilé, 
un terme quelconque est égal à la raison élevée à une puis- 
sance marquée par le nombre des termes qui le précèdent, 
et qu'un terme quelconque d'une progression par différence 
commençant par zéro est égal à la raison répétée autant de 
fois qu'il y a de termes avant lui. 

Donc, autant de fois la raison est facteur dans un terme quel- 
conque de la progression par quotient, autant la raison de la 
progression par différence est contenue de fois dans le terme 
correspondant de cette progression : par#conséquent, si l'on 
multiplie entre eux plusieurs termes de la progression par 
quotient, et qu'on ajoute les termes correspondants de la pro- 
gression par différence, autant de fois la raison de la pro- 
gression par quotient entrera comme facteur dans le produit, 
sAitant de fois la raison de la progression par différence sera 
contenue dans la somme. Donc le produit et la somme feront 
partie de ces deux progressions ; car Tun sera une puissance 
de la raison de la première progression, et l'autre un multipTe 
décolle de la deuxième, et de plus ils s'y correspondront mu- 
tuellement : donc la somme sera le logarithme du produit* 
Mais les nombres additionnés sont les logariQimes de ceux 
qii'on a multipliés : donc, le logarithme (Tun produit de plusieurs 
facteurs est égala la sommé des logarithmes de ces facteurs* . 



•^mr^^m/wr^'^m 



Ce principe suppose e&sentiellcment que les detuc' progressions géoirU^ 
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Cette démonstration suppose que les facteurs dont il s'agit 
sont tous situés dans la progression par quotient d'un même 
côté de l'unité*. 

Elle s'étend également bien à un produit de facteurs situés 
d'une manière quelconque dans celte progression, en regar- 
dant un terme quelconque delà partie descendante, dans la pro- 
gression géométrique, comme égal au quotient de l'unité divi- 
sée par une puissance de la raison marquée par le nombre de 
termes qui le précèdent, à partir de 1, et un terme quelconque 
de la partie à gauche de zéro, dans la progression arithméli- 



ifique et arithmétique commencent respectivement par Vunité et par zéro; 
et comme c'est sur ce théorème et sur les conséquences qui en découlent 
qu'est fondé l'usage des logarithmes, yoilà pourquoi nous avons introduit cette 
restriction dans la définition du n« 280. 

En effet, il suit du n" 273 que, si le premier terme de la progression par 
quotient n'est pas l'unité, le produit de deux termes quelconques de cette 
progression sera égal au carré du premier terme multiplié par une certaine 
puissance de la raison : donc ce produit ne pourra faire partie de la progres- 
sion qu'autant qu'elle commencera par une puissance de la raison. On verra 
de même que, pour que la somme de deux termes de la progression par diffé- 
rence soit un terme de cette progression, il faut qu'elle commence par un 
multiple de la raison. Maintenant je dis que pour que le produit et la somme 
puissent se correspondre, il faut que la raison de la progression arithmétique 
^oit contenue, dans son premier terme, autant de fois que la raison de la 
progression géométrique sera facteur dans le premier terme de cette progres- 
sion : de sorte que ces deux termes pourront être considérés comme deux 
termes correspondants de deux progressions par quotient et par différence , 
commençant l'une par l'unité et l'autre par zéro. 

Représentons, en effet, par q et par r les raisons dos deux progressions 
géométrique et arithmétique; supposons qu9 q soit m Xuis facteur dans le 
premier terme de la première, et que r soit contenu n fois dans le premier 
terme de la seconde. Les («+!)**" et (t + 1)**^ termes de la progression 
par quotient seront q^*', q***, et leur produit .sera ç"+*-»«+', ou, ce qui re- 
Tient au même , q". q«"+*+' : donc ce produit aura (m + « + 1) termes avant lui. 
Les (* + l/*~' et (*+l)**" termes de la progression par différence seront 
nr + sr et nr + Ir, et leur somme sera nr + nr + «r + fr, ou, ce qui revient au 
môme, nr-h (» +« + 0» *"> donc cette somme a (n+f + termes avant elle; 
donc,- pour qu'elle corresponde au produit, il faut que m + s + t^n+s + t, 
■c'est-à-dire que m=ii; ce quïl fallait démontrer. 

* Pour ajouter deux quantités vègatiyes (on appelle ainsi celles qui sont pré- 
cédées du signe — , tandis qu'on nomme positives celles qui n'ont pas de signe 
ou que l'on regarde comme affectées du signe + ), on fait la somme de ces 
4cux quantités sans s'occuper du signe, et on met le signe " devant la somme. 
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que, comme égal à moins autant de fois la raison qu'il y a de 
termes avant lui, à partir de zéro. Considérons, en effet, le 
12* terme à gauche et le 7* à droite de 1 dans la progression par 
quotient : le premier de ces termes sera égal à Tunité divisée 
par la 11' puissance de la raison, et le second sera égal à la 
6» puissance de cette raison ; donc leur produit serale quotient 
de la 6* puissance de la raison divisée par la 1 1* (iië), c'est-à- 
dire qu'il sera égal au quotient de Funité divisée par la 5' 
puissance de cette raison (90, 2«); donc il est le 6« terme, à 
partir de 1, dans la partie descendante de la progression géo- 
métrique. On verra de même que la somme du 12' terme à 
gauche et du 7* à droite de zéro, dans la progression par diffé- 
rence, est égale au 6* terme à gauche dans cette progression*, 
et qu'ainsi celte somme et ce produit se correspondent encore 
dans les deux progressions. 

282. Il suit de là que le logarithme du quotient de la division 
de deux nombres est égal au logarithme du dividende^ moins le lo- 
garithme du diviseur. 

Eu effet, le dividende étant le produit du diviseur multiplié 
par le quotient, son logarillmie est la somme des logariihmcs 
du diviseur et du quotient : par conséquent, si du logarithme 
du dividende on retranche celui du diviseur, on aura le loga- 
garilhme du quotient. 

fi85. Le logarithme d'une puissance quelconque d*unnombre est 
égal au logarithme de ce nombre^ multiplié par l'exposant de la 
puissa7ice. 

En effet, une puissance d'un nombre est le produit d'autant 
de facteurs égaux à ce nombre qu'il y a d'unités dans l'expo- 
sant de celle puissance : par conséquent, le logarithme d'une 



, * Pour ajouter une quanlilé positive avec une quantité négaiivej on retran- 
che la plusrpetite de lapins grande, sans faire attention aux signes, puis on 
donne au reste le signe de la plus grande. 
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puissance d'un nombre est égal au logarithme de ce nombre 
répété autant de fois qu'il y a d'unités dans l'exposant de cette 
puissance (281). 

284. Le logarithme dCune racine d^un nombre est égal au loga- 
rithme de ce nombre divisé par l'indice de cette racine. 

En effet, le nombre dont on demande la racine peut être 
considéré comme une puissance de sa racine d'un degré mar 
que par l'indice de cette racine : donc, d'après ce que nous ve- 
nons de voir, le logarithme du nombre dont on demande la 
racine est égal au logarithme de sa racine multiph'é par l'indice 
de cette racine; par conséquent, on obtiendra le logarithme 
de la racine d'un nombre en divisant le logarithme de ce 
nombre par Tindice de cette racine. 

285. Il suit des quatre principes que nous venons d'élablir 
que, si parmi les termes de la progression par quotient se 
trouvaient tous les nombres entiers possibles (je dis entiers, car 
le Jogarithme d'une quantité fractionnaire est égal (282) à la 
^différence des logarithmes de deux nombres enliers), on pour- 
rait au moyen de ces principes changer les multiplications, 
divisions, élévations aux puissances et extractions de racines, 
respectivement en additions, soustractions, multiplications et 
divisions, ce qui simplifierait considérablement les calculs. 

Mais les nombres 1, 2, 3, 4, etc., forment une progression 
par différence : comment donc les faire entrer dans une pro- 
gression par quotient? tel est l'objet de la conslruclion des 
tables de logarithmes. 



S IL CONSTRUCTION D'UNE TABLE DE LOGARITHMES. 

1286. Une table de logarithmes est un tableau à deux colonnes 
mrticales : dans la première se trouve la suite naturelle des nom^ 
bres 1, 2, 3, 4, etc. <, jusqu'à une certaine limite^ et à célèj dans la 
seconde^ leurs logarithmes^ c'est-à-dire les termes correspondants 
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d'une progression par différence commençant par zéro. 
Voyons comment on a dû s'y prendre pour construire une pa- 
reille table. 

Parmi le nombre inOni de progressions par quotient com- 
mençant par l'unité et de progressions par différence com- 
mençant par zéro, on a choisi les deux suivantes : 

«H 1 : 10 : 100 : looo : etc., 
•f • K 2 • 3 • etc. 

Cela poséy si entre tous les termes de la première progrès- 
sion on insère le même nombre de moyens proportionnels, et 
qu'entre tous les termes de la progression par différence on in- 
sère autant de moyens différentiels, on formera deux nouvelles 
progressions (269 et 27S), dont les termes jouiront des pro- 
priétés énoncées précédemment. Or, si le nombre des moyens 
insérés est très-considérable, on s'élèvera de 1 àlO, delO àlOO^ 
de 100 à 1000, etc., par degrés très-resserrés, et d'autant plu& 
resserrés que le nombre de ces moyens sera plus grand . On con- 
çoit même que si ce nombre était infini, les termes de la nou- - 
velle progression géométrique présenteraient toutes les nuan- 
ces de la grandeur, à partir de Tunité (553) : de sorte que tous 
les nombres plus grands que l'unité seraient compris dan& 
cette progression ; et comme on en peut dire autant des nom- 
bres moindres que 1 en considérant la progression t^-^I 
Tuïï • 7oSô9 ^^c., on conclut que tout nombre a un logarithme*^ 



* Il suit de là qu'un nombre a une infinUé de logarithmes, car on peut faire- 
correspondre à la progression géométrique qui renferme tous les nombres une^ 
infinité de progressions arithmétiques commençant par zéro. Toutefois, le sys- 
tème que Ton considère est déterminé à l'instant où Ton fixe le logarithme 
d'un nombre donné ; car on peut le regarder comme formé en partant de 
deux progressions par quotient et par différence qui auraient respectivement 
pour raison le nombre donné et son logarithme. 

On est convenu d'appeler basr d'un système de logarithmes le nombre qui 
a l'unité pour logarithme; de sorte que ce système est défini par sa base, La^ 
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Cela posé, si les nombres 

2, 3,4, 5 9, 

11, 12, 13, 14 99, 

101, 102, 103, 104 909. 

etc., 

ne se trouvent pas parmi les moyens proportionnels qu'on am*t 
insérés, du moins il y aura parmi ces moyens des nombres qui 
en différeront très-peu : de sorte qu'en prenant pour loga- 
rithmes des nombres 2, 3, 4, etc., ceux des moyens qui en 
approcheront le plus, l'erreur que Ton commettra sera moindre 
que la raison de la progression par différence; et comme celte 
raison est d'autant plus petite que le nombre des moyens diffé- 
rentiels qu'on aura insérés sera plus grand (2G8), on voit qu'on 
pourra toujours déterminer de cette manière les logarithmes 
des nombres 2, 3, 4, etc., avec tel degré d'approximation qu'on 
voudra. Cela fait, on écrira dans une colonne verticale suc- 
cessivement tous les nombres entiers .1, 2, 3, 4, 5, 6, etc., jus- 
qu'à la limite convenue ; puis, dans une autre colonne verticale^ 
et à côté, les logarithmes correspondants qu'on aura trouvés, 
et la table de logarithmes sera construite. 

Voyons maintenant comment on pourra effectuer Tinsertion 
des moyens proportionnels et différentiels. 

L'insertion des moyens différentiels n'offre aucune difficulté; 
car, pour trouver la raison de la progression qu'ils doivent for- 
mer, il suffit de diviser la raison de la progression donnée par 
le nombre de ces moyens plus un (268). Mais il n'en est pas 
ainsi du calcul des moyens proportionnels : nous avons vu, en 
effet, que pour trouver la raison de la progression dont ils fe- 
ront partie, il faut extraire de la raison de la progression donnée 



base du système que nous considérons ic% est 10. Le système de logarilhines 
dont la base est 7 serait donné par les deux progressions : 

•H-m:49:343, etc., 

4-0.1.2. 3, etc. 
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une racine d'un degré nnarqué parle nombre des moyens à in- 
sérer plus un (274), et nous ne savons extraire que des raci- 
nes dontrindice n'a pas d'autres facteurs premiers que 2el 3. 
Comme cet indice est arbitraire, nous éluderons la difficulté 
en insérant un nombre de moyens qui soit une puissance par- 
faite de deuxj diminuée d'une unité ; de sorte que nous n'au- 
rons ainsi que des racines carrées à extraire (214). Seulement 
il faudra avoir soin d'extraire la première racine avec un très- 
haut degré d'approximation, puisque la racine carrée d'un 
nombre décimal contient deux fois moins de décimales que ce 
nombre. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de calculer une table 
de logariihmes, tJe manière que chacun d'eux soit exact à 
moins d'un millième. 

Il suit de la règle du n* 2GB que, la raison de la progression 
par différence élan! l'unité, le nombre des moyens à insérer, 
plus un, devra ôlre mille ou plus grand que mille; car alors la 
raison de la progression que formeront les moyens difTérentiels 
sera un millième ou plus petite qu'un millième. On élèvera 
Uorîc 2 à toutes les puissances successives à parlir de la seconde, 
jusqu'à ce qu'on soit arrivé à un nombre au moins ëgal à 1000. 
On trouvera ainsi que la neuvième puissance de 2 est 512, et 
que la dixième est 1024 : par conséquent^ 1024 sera le degré de 
la racine qu'il foudra extraire de la raison de la progression par 
quolicnt; et conséquemmcnl 1024 — 1, c'est-à-dire 1023, sera 
le nombre des moyens à insérer. En insérant donc 1023 moyens 
proportionnels entre tous les termes de la progression par quo- 
tient, et pareil nombre entre tous les termes de la progression 
par différence; écrivant ensuite, dans une colonne verticale, la 
suite naturelle des nombres 1, 2,3,4, etc.,et dans une seconde 
colonne verticale, et à côté, les logarithmes de ceux des moyens 
proportionnels qui approchent le plus de ces nombres respec- 
tifs, en s'arrêtant toutefois dans chacun au chiffre des millièmes, 
on aura construit la table de logarithmes demandée. 

287. Si l'on voulait calculer seulement le logarithme d'un 
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nombre dt^^erminé, on pourrait y parvenir bien pins sîm|)Ic- 
ment de la manière suivante : 

Supposons, pour fixer les idées, que l'on demande le loga- 
rithme de 7 à moins d'un ccnliôme. Ce nombre étant compris 
entre 1 et 10, son logarithme se trouvera entre et 1 CiSO), 
de sorte qu'en prenant zéro pour sa valeur, on commettra une 
erreur moindre qu'une unité. Pour en approcher davantage, 
on cherchera une moyenne proportionnelle entre 1 et ÎO, et 
une moyenne différenliellc entre et 1 (îiiSI et 246). La pre- 
mière est 3,162, et la seconde est 0,5; d'où il suit que, comme 
7 tombe entre 3, 162 et 10, son logarithme est compris entre 
0,5 et 1, de sorte que 0,5 esl sa valeur à moins de 0,5 près. On 
prendra ensuite une moyenne géométrique 5,623 entre 3,162 
et 10, et une moyenne arithmétique 0,75 entre 0,5 et 1. Comme 
7 est compris entre 5,623 et 10, son logarithme tombera entre 
0,75 et 1, et 0,75 sera ainsi sa valeur à moins de 0,25. On con- 
tinuera ainsi jusqu'à ce que Ton ait trouvé deux moyens pro- 
portionnels, l'un plus grand, l'autre plus petit que 7, et tels 
que les deux moyens ditïércntiels correspondants diffèrent de 
moins de 0,01. Alors, en rejetant les décimales d'un ordre in- 
férieur aux centièmes, on aura résolu la question : 

7,499 moyenne proporlionnelle entre 5,623 et 10. 

0,875 différentielle ^ 0,75... 1. 

6,494 proportionnelle 5,623.. 7,499. 

0,812 différentielle 0,75... 0,875. 

6,978 proporlionnelle 6,49^.. 7,499. 

0,843 différentielle 0,812.. 0,875. 

7,234 proportionnelle 6,>73.. 7,499 

0,859 différentielle .0,843.. 0,875. 

7,105 proporttonnjîlle 6,978.. 7,234. 

0,851 diirérentielle 0,843.. 0,859. 

On voit parla que? tombe entre les deux moyens géométriques 
6,978 et 7,105, etqu'ainsi son logarithme esl compris entre les 
deux moyens arithmétiques correspondants 0,843 et 0,851; et 
comme ces deux derniers moyens diffèrent de moins d'uncen- 
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tième, en prenant l'un d'eux pour le logarithme de 7, on ré- 
soudra le problème. 

Remarquons que pour être sûr du chiffre des centièmes, on 
ne devra s*arriter que quand on aura obtenu deux moyens arith- 
métiques dont les deux premières décimales seront les mêmes. 
Ainsi, dans notre exemple, il faudrait prendre encore une 
moyenne proportionnelle entre 6,978 et 7,105, laquelle est 
7,041, et une moyenne différentielle entre 0,843 et 0,851, la- 
quelle est 0,847; donc les deux premières décimales du loga- 
rithme de 7 forment 0,84. 

Si Ton calcule Je cette manière les logarithmes de tous les 
nombres premiers moindres que 10 000, il sera facile ensuite 
d'obtenir les logarithmes de tous les autres nombres entiers 
inférieurs à cette limite : car il suffira pour cela d'additionner 
les logarithmes des facteurs premiers de ces nombres (28i), 
et alors la table de logarithmes sera construite. 

Mais si les logarithmes des nombres premiers n'étaient cal- 
culés qu'à moins d'un centième, ceux des nombres composés 
pourraient ètra erronés de plus d'un centième : avec quelle 
approximation faudrait-il donc déterminer les logarithmes des 
nombres premiers? y ohser\e que la puissance de 2, qui est im- 
médiatement supérieure à 10 000, est la quatorzième, de sorte 
qu'un nombre moindre que 10 000 renferme au plus 13 fac- 
teurs; donc, pour que son logarithme ne soit pas erroné d'un 
centième, il suffira que ceux de ses facteurs premiers ne le 
soient pas de /j de centième, c'est-à-dire d un demi-millième. 

8 III. USAGE DES TABLES DE LOGARITHMES. 

, _ * 

288. Il résulte du choix des deux progressions 

"HX : 10:100; loooretc, 

V 0-. 1 ..2 . 3^. etc., 
que, parmi les nombres entiers, les nombres 1, 10, 100, 
1000, etc., c'est-à-dire les Uules puissances de 10, ont pour 
logarithme des nombres entiers, et que ces logarithmes se corn- 
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posent (fautant (Tunités qu'il y a de zéros dans les nombres aux- 
quels ils appartiennent. 

Si, de plus, on observe que tout nombre est compris entre 
l'unité suivie d'autant de zéros qu'il a de chiffres moins un et 
l'unité suivie d*au(ant de zéros qu'il a de chiffres, on verra que 
son logarithme tombe entre deux nombres entiers consécutifs^ 
dont le plus petit indique combien le nombre proposé contient 
de chiffres moins un. Ainsi la caractéristique, c'est-à-dire la 
partie entière du logarithme d'un nombre entier quelconquey 
renftrme autant d'unités qu'il y a de chiffres moins un dans ce 
nombre. Nous pourrons, d'après cela, déterminer, à l'inspection 
d'un nombre, quelle sera la caractéristique de son logarithme; 
et réciproquement, à l'inspection du logarithme d'im nombre, 
dire d^ combien de chitTres entiers ce nombre est composé. 
C'est pour cela que la partie entière du logarithme d'un nom- 
bre a été appelée caractéristique^ et que dans les tables de loga- 
rithmes on peut se dispenser d'écrire la caractéristique. 

289. Un principe fondamental dans l'usage des tables de 
logarithmes, c'est que, quand deux nombres plus grands que 
Vunité sont composés des mêmes chiffres écrits dans le même 
ordre, et qu'ils ne diffèrent ainsi que par la position de la vir^ 
gule, leurs logarithmes ont la même partie décimale et ne diffèrent 
que par la caractéristique. 

En effet, supposons, pour fixer les idées, que le plus grand 
des deux nombres renferme trois chiffres entiers de plus que 
l'autre; ce plus grand nombre sera égal au plus petit multiplié 
par 1000 : par conséquent, son logarithme est égal à celui de 
ce plus petit augmenté de celui de 1000, c'est-à-dire de 3 uni- 
tés. Donc la partie décimale des logarithmes des deux nombres 
proposés est la même, et la différence de leurs caractéristiques 
contient autant d'unités qu'il y a de chiffres entiers de plus 
dans l'un que dans l'autre. 

200. Il faut savoir résoudre les d^eux problèmes suivants 
pour pouvoir se servir des tables de logarithmes : !• Un nombre 
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étant donné, trouver son logarithme; 2» étant donné le logarithme 
d'un nombre, trouver ce nombre. » 

Occupons-nous d'abord de résoudre le premier problème, 
cl supposons que nous ayons une table qui, comme celle de 
Lalande, renferme les logarithmes des dix mille premiers 
nombres entiers, chacun à moins d'un demi-ccnt-millième. 
Si le nombre proposé est moindre que 10 000, on le cherchera 
dans la table, et on trouvera la partie décimale de son loga- 
rithme à côté. Ainsi la partie décimale du logarithme de 9485 
est 97704, et comme d'ailleurs la caractéristique est 3, puisque 
ce nombre est composé de quatre chiffres (280), il s'ensuit 
quelog 9485 = 3,97704. 

Supposons maintenant que le nombre proposé excède la li- 
mite des tables, c'est-à-dire qu'il soit plus grand que 10 000, 
et prenons, pour fixer les idées, le nombre 721367. Nous voyons 
d'abord que la caractéristique est 5 : quant à la partie décimale 
du logarithme, elle est la même que celle du logarithme du 
nombre 7213,67, formé en séparant par une virgule les quatre 
premiers chiffres à gauche du nombre proposé. Tâchons donc 
de déterminer celle-ci. Le nombre 7213 a pour partie décimale 
de son logarithme 85812; de sorte qu'il s'agit de trouver de 
combien cette partie décimale doit augmenter lorsqu'on aug- 
mente le nombre correspondant de 0,67. Or on démontre 
dans l'algèbre que les différences des nombres sont à moins d'un 
cent-millième près proportionnelles à celles de leurs logarithmes, 
lorsque les différences des nombres ne surpassent pas ïunité et 
que ces nombres sont plus grands que 1000; mais nous avons 
ici trois nombres : 7213, 7213,67 et 7214, qui se trouvent dans 
le cas dont il s'agit; ainsi nous pourrons leur appliquer le 
principe que nous venons d'énoncer, et poser la proportion 
suivante : 

1 (différence des Jeux nombres extrêmes) : 0,67 {différence des 
deux premiers nombres) :; 6^ent^iliîèmes {différence deshga^ 
rithmes-des deux nombres extrêmes) : x {différence des logarithmes 
des deux premiers). ^, . 

La valeur de x tirée de cette proportion exprimera donc de 
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combien il faut augmenter le Jog-arilhme de 7213 pou;* avoir 
celui de 7213,67. 

On en tire a?= 6X0,67=4,02 = 4 cent-millièmes, en négli- 
géant les décimales du produit (on forcerait Tunité s'il y avait 
lieu). 

Le logarithme de 7213,67 a donc pour partie décimale 85812 
4- 4= 85816 cent-millièmes: doncenfinlog 721367 = 5,85816. 

Remarquons que le calcul qui a fourni la valeur de x revient 
à multiplier la différence tabulaire 6 cent-millièmes par la frac- 
tion décimale qui reste sur la droite du nombre proposé quand 
on a séparé les quatre premiers chiffres à gauche par une vir- 
gule : ainsi on pourra calculer la valeur de x sans poser de 
proportion, 

*291.Nous avons dit qu'on démontre dans l'algèbre que 
les différences des nombres sont, à moins d'un cent-millième, 
proportionnelles à celles de leurs logarithmes, quand les dif- 
férences des nombres ne surpassent pas l'unité et que ces 
nombres sont plus grands que 1000; mais on peut facilement 
concevoir la vérité de ce principe par les considérations sui- 
vantes. 

En effet, les différences des logarithmes des nombres 1, 10, 
100, 1000, etc., sont exactement égales à l'unité : or, de 1 à 10, 
cette différence 1 est répartie entre 9 nombres ; de 10 à 100, 
elle l'est entre 90 nombres ; de 100 à 1000, entre 900 ; et enfin 
de 1000 à 10000, entre 9000 ; de sorte que la différence des lo- 
garithmes de deux nombres consécutifs est d'autant plus petite 
que ces nombres sont plus grands. On conçoît, d'après cela, 
qu'il doit arriver un point à partir duquel les diffôrenq^s des 
différences entre les logarithmes de plusieurs nombres consé- 
cutifs seront moindres qu'un cent-millième, et seront par con- 
séquent constantes, puisque nous supposons (pi'on a négligé 
les unités décimales de l'ordre^infémeuç aux cent-millièmes. 
C'est ce qu'on peut vérifier en consultant la colonne intitu- 
lée différence, dans la partie de la tabla, qui s'étend de 1000 
à 10 000. Si donc on considère trois nombres dont les deux 
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exlrêmes ne diffièreiit que d'une unité, on pourra concevoir 
que la différence des logarilhmes de ces deux extrêmes soit 
répartie proportionnellement sur les logarithmes des nombres 
intermédiaires : par conséquent, les différences de nos trois 
nombres seront, à moins d'un cent-millième, proportionnelles 
aux différences de leurs logarithmes. 

292. Proposons-nous maintenant de trouver le logarithme 
d'un nombre décimal, de 72,1367 par exemple. La caracté- 
ristique est l ; quand à la partie décimale, nous séparerons, 
pour la déterminer, quatre chiffres sur la gauche du nombre 
proposé, ce qui nous ramènera à chercher la partie décimale 
du logarithme de 7213,67, et nous venons de résoudre cette 
question tout à l'heure (290) : donc le logarithme demandé 

sera 1,85816. 

Ainsi, pour trouver le logarithme dun nombre décimal^ on dé- 
place la virgule de manière à séparer quatre chiffres sur la gauche 
de ce nombre, ce qui ramène au cas du numéro précédent ; 
quant à la caractéristique, on la détermine à l'inspection seule 
de la partie entière du nombre proposé. 

293. Supposons actuellement que Von veuille trouver le loga- 
rithme d'une fraction décimale^ et prenons pour exemple la 
fraction 0,00721367. Si Ton porte la virgule adroite du pre- 
mier chiffre dgnificalif, et qu'on cherche le logarithme du 
nombre résultant 7»213ô7, on trouvera 0,85816. Or, en avan- 
çant la virgule de 3 rangs, nous avons multiplié le nombre pro- 
posé par l'unité suivie de 3 zéros, et par conséquent nous avons 
augmenté son logarithme de 3 unités, c*ést-à-dire d'autant 
d^unités qu'il est marqué par le rang du premier chiffre décimal 
significatif, il faut donc le diminuer d'autant. Mais comme 
la caractéristique est zéro, nous ne pourrons qu'indiquer la 
soustraction i» ces 3 unités, et nous le ferons en plaçant le 
signe — au-dessus de 3, pour marquer que ce signe ne porte 
que sur 3 et non sur la partie décimale ; de sorte que le loga- 
rithme demandé ser* 3,85816, c'est-à-dire qu'il sera composé 
de moins 3 unités, plus la fraction décimale 0,85816. 
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On voit donc que la caractéristique du logarithme d'une frac* 
tion décimale se c(ympose d'autant d'unités négatives qu'il est rnar' 
que par le rang du premier chiffre décimal significatif, 

204. Proposons -nous actuellement de trouver le logarithme 
d'une fraction ordinaire, par exemple, de t^VW* Comme une 
fraction exprime la division de son numérateur par son déno- 
minateur, nous trouverons le logarithme de cette fraction en 
retranchant le logarithme du dénominateur de celui du numé- 
rateur, ce qui nous donnera le calcul suivant : 

log 215 = 2,33244 
log 7213B7=: 5,85816 



108 71^1^^ = ^,^7428 

Ainsi le logarithme demandé est 4,47428, c'est-à-dire qu'il se 
compose de moins 4 unités, plus la fraction décimale 0,47428. 
Telle est la manière la plus commode d'employer les loga- 
rithmes des fractions dans le calcul; cependant on peut encore 
obtenir ces logarithmes en retranchant le logarithme du nu- 
mérateur de celui du dénominateur ; mais comme la soustrac- 
tion devrait être effectuée dans un ordre inverse, on affecte 
le reste du signe moins^ de sorte que le logarithme de la frac- 
tion est entièrement négatif^. Calculons ainsi le logarithme 
de la fraction précédente : 

log 721367= 5,85816 
log 215= 2,33244 



log T2¥|g7 =-3,52572 

295. Lorsqu'on veut appliquer le calcul logarithmique à 



'-i 



*0n peut encore observer que la fraction j^YlVîy P*^ exemple, est 'vi^ 
demment égale à 1: 2^^ (186), et qu'ainsi son logarithme est égal \ 
log l - log '^f' (283) , c'est-à-dire à— log ^^^y puisque log 1=0. , 
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rextractîon des racines des fractions, il arrive souvent que la 
caractéristique négative du logarithme de celte fraction n'est 
pas exactement divisible par Tindice de la racine à extraire. 
On ajoute alors à cette caraclèrislique autant d'unités qu'il est 
nécessaire pour rendre la division possible, mais on retient le 
même nombre d'unités pour les ajouter à la partie décimale. 
De cette manière, la difficulté est éludée, et le logarithme n'a 
pas été altéré puisqu'on a ajouté le même nombre d'unités à 
la partie positive et à la partie négative de ce logarithme. Ainsi, 
si nous voulons extraire la racine cubique de la fraction 7^3^, 
il faudra d'abord chercher son logarithme, et l'on trouveia 
4,47428, qu'on doit diviser par 3; pour cela, on ajoute 2 unités 
négatives à la caractéristique 4, ce qui fait 6; on divise — 6 
par 3 et on a pour quotient — S:; maintenant on ajoute à la 
fraction décimale 2 unités positives qui valent 20 dixièmes, et 
Ton trouve ainsi que 

10gV^;Â^^7= ^,82476. 

296, Cherchons maintenant à résoudre le second des deux 
problèmes que nous avons énoncés au n"" 290, c'est-à-dire 
proposons-wus de revenir d*un logarithme au nombre auquel il 
correspond^ et prenons pour exemple le logarithme 2,56526. 
Puisque la caractéristique ne fait qu'indiquer le nombre des 
chiffres entiers du nombre correspondant au logarithme donné, 
nous ne nous en occuperons pas ; seulement, lorsque nous 
aurons trouvé les chiffres qui entrent dans l'expression de ce 
nombre, nous en séparerons sur la gauche autant qu'il y a d'uni- 
tés plus une dans la caractéristique, et le problème sera résolu. 

Cherchons donc la partie décimale 56526 dans nos tables. 
Si nous considérons la première série, qui s'étend de 1 à 10, 
nous voyons que cette partie décimale toilibe entre les loga- 
rithmes de 3 et de 4; et comme le nombre demandé doit avoir 
trois chiffres entiers, il s'ensuit qu'il est compris entre 300 
et 4bOO, et que par conséquent la première série des tables ne 
donne ce nombre qu'à moins d'une centaine près. 
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En cherchant 56526 dans la seconde série, qui s*étend de 10 
à 100, on voit que le nombre demandé tombe entre 36 dizaines 
et 37 dizaines, et qu'ainsi cette seconde série ne donne ce 
nombre qu'à moins d'une dizaine près. 

£o cherchant 56526 dans la troisième série, c'est-à-dire de 
100 à 1000, on voit que le nombre demandé est compris entre 
367 et 368, et qu'en conséquence cette troisième série ne donne 
ce nombre qu'à moins d'une unité près. 

Enfin, si nous cherchons 56526 dans la quatrième série, 
c'est-à-dire de 1000 à 10 000, nous trouverons que cette partie 
décimale correspond exactement à 3675, et que par conséquent 
le nombre demandé est 367,5. 

Ainsi la considération de la quatrième série nous a donné 
exactement le nombre demandé; mais cela n'arrivera qu'autant 
que le logarithme donné se trouvera dans la table. Cepen- 
dant il y aura toujours de l'avantage à chercher le logarithme 
dans la quatrième série : car nous trouverons ainsi les quatre 
premiers chiffres à gauche du nombre demandé, tandis que 
par les autres séries nous n'en trouverions qu'un, deux ou 
trois. 

207. Soit encore proposé de trouver le nombre correspon- 
dant au logarithme 5,85816. Nous chercherons la partie déci- 
male 85816 dans la quatrième série, c'est-à-dire entre les loga- 
rithmes de 1000 et de 10 000, et nous verrons qu'elle tombe 
entre Jes logarithmes des nombres 7213 et 7214, et qu'elle 
surpasse le logarithme du premier de 4 cent-millièmes. Nous 
obtiendrons donc le nombre demandé si nous pouvons calculer 
la différence qui existe entre 7213 et le nombre dont le loga- 
rithme est 3,85016 (289). Or, si nous appelons x cette diffé- 
rence, les trois nombres 7213, 7213 -f a? et 7214 sont plus 
grands que 1000, et la différence des deux extrêmes ne sur- 
passe pas l'unité; nous pourrons donc appliquer le principe 
que tes différences des nombres sont proportionnelles aux di/fé- 
rences de leurs logarithmes^ et établir la proportion : 

1 {di/férence des deux nombres extrêmes) : x {différence des 

15 



226 LOGARITHMES. 

deux premiers) :: 6 cent-millièmes (différence des logarithmes des^ 
deux nombres extrêmes) : 4 cent^millièmes (différence des loga- 
rithmes des deux premiers nombres). 

On lire de cette proportion a? =|= 0,7 (en forçant Tunilé) ; 
d'où l'on voit que, pour avoir la différence entre 7213 et le nom- 
bre correspondant au logarithme 3,85816, il faut diviser la 
différence des logarithmes de ces deux nombres par la diffé- 
rence tabulaire quicorrespond au logarithme donné. 

Ainsi le nombre qui a pour logarithme 3,85816 est 7213,7; 
et par conséquent le nombre demandé, devant être composé de 
six chiffres entiers, sera 721370. Telle est sa valeur, à moins 
d'une dizaine : car la différence x a été calculée seulement à 
moins d'un dixième, et nous l'avons multipliée par 100. Nous 
avons vu en effet, au u? 290, que 5,85816 était le logarithme 
de 721367, de sorte que Terreur est de 3 unités, et par consé- 
quent moindre qu'une dizaine. 

S 98. Si la caractéristique du logarithme est négative, on 
agira comme dans l'exemple précédent, c'est-à-dire qu'on 
cherchera les chiff'res qui composent tous les nombres cor^ 
respondant à la partie décimale du logarithme, et l'on pla^ 
cera .ensuite la virgule de manière que le premier chiff're 
significatif décimal soit dé Vordre marqué par la caractérisa- 
tique. 

Exemple. Quel est le nombre qui a pour logarithme 2,82476? 
La partie décimale répond à tous les nombres dont les cinq pre- 
miers chiffres sont 66797 ; mais la caractéristique étant T, le 
premier chiffre significatif doit être du second ordre décimal 
(S95), c'est-à-dire de l'ordre des centièmes, de sorte que la frac- 
lion décimale correspondant au logarithme donné est 0,066797, 
à moins d'un millionième. 

En effet, en ajoutant deux unités au logarithme donné (autant 
qu'il y en a dans la caractéristique^), il devient 0,82476, et le 
nombre correspondant esl6,6797; mais, en ajoutant deux unités 
à la caractéristique, on a multiplié le nombre correspondant par 
l'unité suivie de deux zéros : donc il faut reculer la virgule de 
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deux rangs vers là gauche, ce qui donne bien 0,066797. Telle 
est donc la racine cubique de la fraction rirh^ (295). 

299. Si le logarithme est entièrement négatif, on cherefie le 
nombre correspondant à ce logarithme pris positivement^, et Von 
fait de ce nombre le dénominateur d'une fraction dont VwnM est 
le numérateur^ ce qui donne la fraction ordinaire correspondant 
au logarithme négatif proposé. 

En effet, le produit de deux termes situés à égale distance de 
l'unitéy dans la progression géométrique, est évidemment égal à 
une unité : donc si un certain nombre, 15 j par exemple, se 
trouve à une certaine distance de 1 dans la partie ascendante 

de celte progression, le nombre j^ occupera le même rang 

dans la partie descendante ; donc les logarithmes sont égaux 

et de signes contraires, c'est-à-dire que log TTâ=— log ISj. 

Donc enfin un logarithme négatif appartient à une fraction qui 
a pour numérateur l'unité, et pour dénominateur le nombre 
correspondant au logarithme donné, abstraction faite du signe 
moins. 

Exemple. Quel est le nombredont le logarithme est — ,352572? 
Je fais abstraction du signe — ,etie cherche le nombre corres- 
pondant au logarithme 3,52572. Ce nombre est 3355,2 ; par 
conséquent le nombre correspondant au logarithme— 3,52572 
est 5^2) ou bien 3^^ = ^577^, en multipliant les deux termes 
de cette fraction par 10. 

500. Si Von voulait obtenir en décimales la valeur de la frac- 
tion qui correspond à un logarithme négatif donné, on ajouterait 
à ce logarithme autant d unités plus une quil y en a dans la 
caractéristique; on chercherait le nombre correspondant au loga^^ 
rithme résultant, et Von reculerait la virgule d'autant de rangs 
vers la gauche qu'on aurait ajouté d'unités au logarithme donné. 

Reprenons, eneffet, le logarithme— 3,52572; j y ajoute 4 uni- 
tés, ce qui fait 4— 3,52572=0,47428. Le nombre correspon- 
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dant à ce logarithme est 2^9804. Mais en ajoutant quatre uni- 
tés au logarithme proposé, nous avons multiplié le nombre 
correspondant par 10000, de sorte qu'il faudra diviser le nom- 
/jrc trouvé par 10000, ce qui se fera en reculant la virgule de 
quatre rangs vers la gauche. Ainsi la fraction décimale équi- 
valente au logarithme négatif proposé est 0,00029804. 

Siy au contraire^ on voulait obtenir en fraction ordinaire la 
valeur de la fraction correspondant à un logarithme dont ta ca^ 
ractèristique est négative^ on commencerait par prendre la diffé^ 
rence entre la caractéristique, abstraction faite de son signe^ et la 
partie décimale; on affecterait cette différence du signe — , et on 
chercherait enfin la fraction ordinaire qui correspond à ce loga- 
rithme entièrement négatif Ç299). 

Soit, par exemple, le logarithme 2^82476. En vertu de la 
règle posée dans la note du n» 281, page 212, ce logarithme 
est égal à — (2— 0,82476)= — 1,17524= log xôri : ainsi la 
fraction ordinaire qui correspond au logarithme proposé 

pet J"Q£- 

501 . Il arrive souvent que Ton a à retrancher un logarithme 
d'un autre : les calculateurs ont trouvé le moyen de changer 
cette soustraction en une addition. Supposons, en effet, que 
Ton veuille soustraire 36 de 584 ; il est clair que, si j'ajoute à 
584 l'excès 64 de 100 sur 36, la somme 648 surpassera la diffé- 
rence demandée de 100 unités; de sorte qu'en en retranchant 
une centaine, j'obtiendrai cette différence. Le reste est donc 
548. Cet excès de 100 sur 36 se nomme le complément arithmé- 
tique de 36 ; et, en général, on appelle complément arithmétique 
d*u7i nombre la différence entre ce nombre et l'unité suivie d autant 
de zéros qu'il a de chiffres. Ainsi, pour soustraire un nombre 
d'un autre^ on ajoutera son complément à cet autre^ mais on re- 
tranchera de la somme une unité de F ordre de celle qui a fourni le 
.complément. 

Exemple^ Élever la fraction^ à la troisième puissance. En 
suivant le procédé ordinaire, il faudait d'abord retrancher le 
logarithme de 376 de celui de 79 ; au lieu d'opérer ainsi, je 
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prends le complément du logarithme de 376 à 10 unités, et je 
l'ajoute au logarithme de 79 : 

log 79=1,89763 
COmpl. log 376 = 7,4248 1 



somme 9,32244 

Je multiplie cette somme par 3, ce qui donne 27,96732; 
mais, comme elle surpassait le logarithme de ^de 10 unités, 
ce produit surpasse le logarithme du cube de celte fraction de 
30 unités; donc il faudra diviser le nombre correspondant par 
l'unité suivie de 30 zéros; mais ce nombre correspondant aura 
28 chifTres entiers (288) : donc le premier chiffre significatif 
décimal du cube demandé sera du troisième ordre. On trouve 
pour résultat 0,0092751 . 

502. On ne prend pas toujours, pour complément d'un 
nombre, la différence entre ce nombre et l'unité suivie d'autant 
de zéros qu'il a de chiffres, parce que, dans certains cas, on 
serait ainsi conduit à des calculs bien plus longs que ceux que 
l'on veut éviter en faisant usage des compléments. Supposons, 
par exemple, que l'on ait à calculer la racine cubique de la 
cinquième puissance de ^. Si l'on suivait la méthode précé- 
dente, on devrait ajouter au logarithme de 2 le complément du 
logarithme de 13, et multiplier la somme par§; mais, comme 
cette somme surpasserait le logarithme de ^ de 10 unités, on 
voit que le produit devrait être diminué de lOxt=-3^, ^^ 
sorte qu'il faudrait diviser le nombre correspondant parle nom- 
bre qui a ^ pour logarithme, c'est-à-dire par la racine cubique' 
de la cinquantième puissance de 10"^, calcul extrêmement labo- 
rieux. La difficulté tient à ce que la quantité dont le logarithme 
final est trop grand n'est pas un nombre entier (SOI) : on 
l'éludera donc en prenant le complément du logarithme du dé- 
nominateur 13, relativement au muUiple de Tindice 3 qui est 



* Comme le logarithme de 10 est 1, celui de^io^est par oonséquenlT^ 
(282 et 288). 
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immédiatement supérieur à ce logarithme, c'esl-à-dirc à 3 dans 
notre exemple. Ainsi on exécutera le calcul suivant : 

log 2=0,30103 
compl. log 13=1,88606 

somme...... 2,18709 

Multipliant cette somnoe par f, il viendra 3,64515; mais, 
comme elle surpassait le logarithme de -f^ de 3 unités, ce pro- 
duit surpasse le logarithme de \/{-^y de 3X^ = 5 : donc, 
en divisant par 100000 le nombre correspondant, le problème 

sera résolu. On trouvera ainsi que ^(1^)»= 0,044172. 

S IV. RÈGLE A CALCUL. 

303. Une des applications pratiques les plus ingénieuses des 
logarithmes consiste dans l'emploi des Règles à calcul ou Règles 
logarithmiques. Répandu en Angleterre dès la fin du dix-sep- 
tième siècle, cet instrument si simple et si utile était encore 
peu connu en France il y a quelques années ; mais tout porte 
à espérer qu'il ne tardera pas à y devenir usuel, comme chez 
les Anglais, pour tous les calculs qui n'exigent pas trop de pré- 
cision et que ton désire effectuer promptement. 

504. La Règle à calcul est un instrument composé d'une 
partie fixe ou Règky et d'une partie mobile appelée Réglette, 
qui glisse à Tintérieur de la première; l'une et l'autre peuvent 
d'ailleurs être en bois, en ivoire, en métal ou en carton. (Nous 
supposerons que l'on a sous les yeux une Règle à calcul, et 
plus particulièrement la Règle à calcul à enveloppe de verre de 
M Léon Lalanne, ingénieur en chef des ponts et chaussées*.) 



♦ Cette Règle, dont le prix est de beaucoup inférieur à celui de Ja règle 
en bois de Lenoir-Gravet, se trouve chez MM. Hachette et C«'», avec une in- 
struction très-complète, applicable d'ailleurs à toutes les Règles à calcul. 
Nous avons emprunté à^ cette instructionja majeure partie de ce qui ydi suivre* 
et nous ne pouvons mieux faire que d*y renvoyer le lecteur pour de plus 
amples détails» 
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305. Si Ton examine la face principale de la Règle, on re- 
marque de suite une échelle graduée portant à sa gauche la 
désignation abrégée nowô. (nombres). Sur la première moitié 
à gauche de cette échelle que l'on nomme échelle des nombres , 
ou échelle principale^ sont inscrits à des intervalles inégaux et 
décroissants les dix nombres 

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10; 

la seconde moitié à droite est aussi divisée en neuf parties, 
respectivement égales aux neuf parties de la première ; elle 
porte, à partir de 10, les nombres 

20, 30, 40, 60, 60, 70, 80, 90, 100. 

Sur la Réglette est tracée une échelle identique à celle des 
nombres, portant les mêmes divisions et les mêmes chiffres. 
Si donc on amène le chiffre 1 de la Réglette sous le chiffre 1 
de l'échelle des nombres, toutes les autres divisions principales 
numérotées 2, 3, 4,..., 90, 100 devront se correspondre par- 
faitement. 

Les neuf parties de chacune des moitiés de l'échelle princi- 
pale sont toutes subdivisées en dix autres : la subdivision de 1 
h 2 est la même que celle de 10 à 20 ; celle de 3 à 4 est la même 
que celle de 30 à 40, et ainsi de suite. Les points de division 
entre 10 et 20 pourront être considérés comme correspondant 
aux chiffres 

11, 12, 13, 14, 15, 16, 17,18,19; 
ceux entre 20 et 30, aux chiffres 

21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 

«le. ; de sorte que l'on pourra compter tous les nombres de 10 
à 100 sur la moitié à droite de l'échelle. 

Ces subdivisions peuvent être à leur tour partagées en un 
certain nombre de parties* ; il n'y a d'autre limite que l'impos- 



Sur une Règle de 0",^5 de longueur, comme celle que nous considérons. 
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sîbililé matérielle de tracer des divisions facilement apprécia- 
bles à l'œil. 

306. Ainsi, les nombres compris entre 1 et 10 seront lus 
exclasivement sur la moitié de gauche de la Règle et de la 
Réglette. Les nombres compris entre 10 et 100 seront lus sur 
la moitié de droite ; mais ils pourront l'être aussi sur la moitié 
de gauche, en supposant que le 1 de cette moitié vaille 10, et 
que le 10 vaille 100. Or, en faisant cette supposition, le 10 de 
la moitié de droite vaudra 100, et le 100 vaudra 1000, de sorte 
qu'on pourra compter sur celle-ci les nombres suivants de 10 
en 10: 

110, 120, 130, 140, , 190, 200, 

210, 220, 230, 240, , 290, 300, 

910, 920, 930, 940, , 990, 1000; 

à son tour, la moitié de gauche se prêtera à une semblable 
lecture, si Ton y considère le 1 comme valant 100, le 2 comme 
valant 200, et le 10 comme valant 1000. 

Maintenant, il est facile de voir qu'au moyen des dernières 
subdivisions (note du n« 505) on pouna lire les nombres en- 
tiers de deux en deux : 

102, 104, 106, 108, 110, , 200; 

et les nombres entiers de cinq en cinq t 

205, 210, 215, 220, 225, , 500; 

à partir de 500, il n'y a plus de subdivision, et l'on ne lit les 
nombres que de dix en dix : 

510, 520, 530, 640, 550, , 1000. 

Les divisions entre 1 et 2, a et 3,..., 9 et 10 de la moitié ^ 

elles soDt partagées seulement en 5 parties entre les divisions principalei 
1 et 2, 10 et 20, et en 2 parties entre les divisions principales 2 et 5, 20 et 50. 



* 
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gauche de Téchelle, peuvent aussi être considérées comme 
donnant les nombres de dixième en dixième : 

1,1^ 1,2, 1,3, 1,4, ., 1,9, 2, 

2,1, 2,2, 2,3, 2,4, , 2,9, 3, 

9,1, 9,2, 9,3, 9,4, 9,9, 10. 

De même au moyen des subdivisions (note du n"" 505} on 
pourra lire les nombres de deux en deux centièmes : 

1,02, 1,04, 1,06, , 2, 

et, de cinq en cinq centièmes : 

2,05, 2,10, 2,15, , 5; 

à partir de 5 , on ne lira que les nombres de dix en dix cen* 
tièmes : 

5,10, 5,20, 5,30, , 10. 

5C7. Enfin, à la partie inférieure de la face principale de la 
Règle, on remarque une échelle portant la désignation abrégée 
car. (lignes des carrés). Sa longueur totale est la même que celle 
de l'échelle des nombres; mais ses divisions principales sont 
doubles de celles tracées sur la Règle et la Réglette , de sorte 
que son chifTre l étant placé sous le chiffre 1 de la Règle et de la 
Réglette, son chiffre 10 correspondra au chiffre 100 de celles-ci. 

Les échelles que nous venons de décrire, suffisant pour tous 
les calculs de Tarithmétique, nous ne nous occuperons pas des 
échelles portant les dénominations abrégées : cos^ sirty tang, cot. 

508. Supposons, maintenant, que Ton ait pris pour t^m^é 
la longueur commune aux deux moitiés de l'échelle princi- 
pale, et que les distances respectives du chiffre 1 aux divisions 
2, 3, 4,...., 9 aient été prises proporlionnelles aux valeurs 
numériques des logarithmes des nombres 2, 3, 4,...., 9; 
que, de même, les distances du chiffre 1 aux subdivisions 
(1,1), (1,2),. .. . , (1,9) aient été prises proportionnelles aux lo- 
garithmes des nombres (1,1), (l>2),. . . . , (1,9) ; et ainsi de suite 



K 



234 LOGARITHMES. 

pour les centièmes. Il est évident que la distance du chiffre 1 
à la division 21, par exemple, de la moitié de droite de réchelle 
représentera précisément le logarithme de 21. En effet, 

21 = 10X2,1, 

Iog21=logl0+log2,l. 

Or la distance du chiffre 1 au chiffre 21 se compose de deux 
parties, savoir : la distance du chiffre 1 au chiffre 10, qui, 
ayant été prise pour unité, représente le logarithme de 10, et 
la distance du chiffre 10 au chiffre 21, laquelle est égale, par 
suite de la construction de la Règle (305), à celle du chiffre 1 
à la division 2,1, c'est-à-dire au logarithme de 2,1; donc la 
distance du chiffre 1 au chiffre 21 représente bien le loga- 
rithme de 21. 

Ainsi, en considérant l'ensemble des deux moitiés de l'é- 
chelle principale, les longueurs successives comptées à partir 
du chiffre 1 jusqu'au chiffre 100 représentent les logarithmes 
des nombres de 1 à 100 pris avec leur caractéristique exacte. 
Quant aux nombres en dehors de ces limites, l'échelle donne 
la partie décimale de leurs logarithmes, abstraction fuite de la 
caractéristique. Soient, par exemple, les nombres 0,75 et 340; 
les parties décimales des logarithmes de ces nombres sont les 
mêmes que celles des logarithmes des nombres 75 et 34 com- 
pris entre 1 et 100; elles sont donc représentées sur la Règle. 

509. De ce qui précède résulte évidemment cette propriété 
fondamentale de la Règle à calcul : 

Pour trouver le produit do deux nombres y il faut placer le 
chiffre l de la Réglette sous Vun des deux nombres lus sur la 
moitié à gauche de V échelle principale de la Règle. Le produit 
cherché correspond , sur la Règle y au second nombre lu sur la 
Réglette. 

II est clair, en effqt, que l'on détermine ainsi sur la Règle un 
nombre dont la distance au chiffre 1 de la Règle, c'est-à-dire le 
logarithme, est égale à la somme des distances du premier 
nombre au chiffre 1 de la Règle, et du second nombre au chiffre 
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1 de la Réglette, c'est-à-dire à la somme des logarithmes des 
deux nombres donnés. Ge nombre est donc leur produit (281). 
La manière d'opérer peut être indiquée d'une façon abrégée 
ainsi qu'il suit; soit à multiplier 2 par 3, on aura : 

Règle. 2 (1« facteur) 6 (produit). 



Réglette, l >» 3 (2* tacleur). 

510. Nous allons appliquer, comme exercices, celte règle à 
différents exemples; mais nous commencerons par énoncer un 
principe très-simple et très-général pour déterminer d'avance 
le nombre des chiffres d'un produit de deux nombres entiers; 

Lorsque le produit obtenu (par le procédé du n* 509) se 
trouve sur la moitié à droite de V échelle fixe de la Règle j ce pro- 
duit a juste autant de chiffres quHl y en a à la fois dans les deux 
facteurs; lorsquHl tombe sur la moitié à gauche, il a un chiffre 
de moins. 

511. Nous considérerons d'abord des facteurs n'ayant pas 
plus de deux chiffres chacun. 

!• Soit 36 à multiplier par 25. On placera le chiffre 1 de la 
Réglette sous le point 36 de la moitié à gauche de la Règle, et 
on lira le chiffre auquel correspond sur la Règle le nombre 25 
lu sur la Réglette. Ce chiffre est 9, et se trouve encore sur la- 
moitié à gauche de la Règle; or le produit doit avoir trois 
chiffres; donc, en ajoutant deux zéros à la droite de 9, on aura 
900 pour le produit cherché. 

2"" Soit à multiplier 23 par 19. Ayant placé le 1 de la Réglettp 
sous le point 23 de la Règle (moitié de gauche), on trouve que 
le point correspondant au nombre 19 lu sur la Réglette ne se 
trouve pas exactement être une division de la Règle, mais qu'il 
tombe entre les divisions 430 et 440 , plus près de la seconde 
que de la première. Dans ce cas, et dans les cas analogues où 
le point correspondant au produit cherché tombe entre deux 
divisions consécutives de l'échelle, on imagine que l'intervalle 
entre ces deux divisions soit subdivisé en un nombre suffisant 
de parties égales, et on prend pour le troisième chiffre du pro<- 
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doit cherché le nombre des parties que Ton peut compter à 
vue entre le point correspondant au produit et la division la 
plus voisine à gauche*. Ainsi, les plus petits intervalles entre 
1 et 8 étant partagés, à vue, chacun en deux, on lira les nom- 
bres entiers consécutifs : 

100, 101, 102, 103,.... jusqu'à 200; 

les plus petits intervalles entre 2 et 5 étant partagés, à vue, 
chacun en cinq , on lira les nombres entiers consécutifs : 

200^ 201, 202, 203,.... jusqu'à 500; 

enfin, les plus petits intervalles entre 5 et 10 étant partagés, 
à vue, chacun en dix, on lira les nombres entiers consécutifs : 

500, 501, 502, 503,.... jusqu'à 1000. 

De sorte qu'avec ces lectures à vue, on pourra déterminer 
d'une manière plus ou moins exacte tous les nombres possi- 
bles de trois chiffres. 

Revenons à notre exemple. Les deux premiers chiffres du 
produit cherché sont 43; la distance qui sépare la division 430 
du point correspondant au produit peut être évaluée à vue à 
7 ou 8 dixièmes de l'intervalle total entre 430 et 440; on pour- 
rait donc prendre 437 ou 438 pour valeur du produit. Mais 
nous remarquerons que le produit des nombres 23 et 19 se 
termine nécessairement par un 7, puisque 9 fois 3 font 27; le 
produit exact sera donc 437. 

Ainsi, il est toujours facile d'obtenir rigov/reusemmt un pro^' 
duit de deux facteurs y quand ce produit ne doit pas avoir plus 
de trois chiffres. Les deux premiers chiffres sont donnés par la 
Règle sans incertitude; et le troisième est donné parla multi- 
plication, faite de mémoire, du dernier chiffre de l'un des fac- 
teurs païle dernier chiffre de l'autre. 



* Remarquons que ceci revient à faire usage du principe énoncé au n® 20O: 
les différences des logarithmes sont sensiblement proportionnelles à celles des 
«ombres correspondants. 
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3* Soit à mulliplier 24 par 33. On trouve que le point cor- 
respondant au produit tombe entre les divisions 126 et 128, 
plus près de la seconde que delà première; on en conclut que 
le nombre 127 forme les trois premiers chiffres du produit. 
Mais ce produit doit avoir quatre chiffres; de plus, son premier 
chiffre à droite est un 2; donc le produit cherché est 1272. 

4« Soit à multiplier 79 par 84. Le point correspondant au 
produit tombe entre les divisions 66 et 67, à un intervalle qui 
parait être de 3 ou 4 dixièmes à partir du point 66. D*un autre 
côté, le produit doit avoir quatre chiffres, et son derniei 
chiffre à droite est 6 ; on supposera donc que le point de ren- 
contre est à 3 dixièmes et 6 centièmes de Tintervalle entre les 
deux points, et l'on prendra 6636 pour le produit cherché. 

On voit donc que, lorsque le produit a quatre chiffres, on 
n*a plus la même certitude sur le résultat ; il y a erreur possible 
sur le troisième chiffre, parce que sa détermination tient à une 
lecture dans l'appréciation de laquelle on peut se tromper 
d'une unité. 

512. Supposons maintenant que les deux facteurs aient trois 
chiffres. 

Soit à multiplier 627 par 384. Le facteur 627 sera pris sur 
la Règle fixe entre les divisions 62 et 63, par évaluation à 
vue, à 7 dixièmes de l'intervalle qui les sépare. Le 1 de la Ré- 
glette étant placé sous le facteur 627 ainsi déterminé sur la 
Règle, on lit le second facteur 384 sur la Réglette, au delà du 
point 380, et à 4 cinquièmes de l'intervalle entre ce point et le 
point 385, par une seconde évaluation à vue. Ce second fac- 
teur correspond, sur la moitié à droite de TécheUe, au point 
241* Le produit devant avoir six chiffres, on complétera ce 
nombre de chiffres en ajoutant trois zéros, et on prendra 
241000 pour le produit cherché. Le produit exact est 240768;. 
l'erreur relative commise est donc de 232 sur 240768, ou de l 
sur 1038. 

513. Si nous supposons enfin que les deux facteurs soient 
composés d'un nombre quelconque de chiffres, on procédera 
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de la même manière. On se bornera à opérer comme s'ils 
étaient l'un et l'autre réduits à leurs trois premiers chiffres; 
on déterminera, comme dans le numéro précédent, les trois 
premiers chiflrcs du produit, et on placera à leur droite un 
nombre de zéros suffisant pour compléter le nombre des 
chiffres indiqué par la règle du n» 510. 

Si le premier chiffre après les trois chiffres conservés dans 
l'un des facteurs était égal à 5, ou plus grand que 5, on aug- 
menterait d'une unité le dernier chiffre conservé. En général, 
on ne devra pas faire cette augmentation dans les deux fac- 
teurs à la fois. 

Soit, par exemple, à multiplier 238607 par 31097. Au lieu de 
238607, on prendra 238000 ou plutôt 238; au lieu de 31097, 
on prendra 31100 ou plutôt 311. Multipliant 238 par 311, on 
trouvera 742 pour les trois premiers chiflres du produit; le 
produit doit d'ailleurs avoir dix chiffres ; nous aurons donc 
à écrire sept zéros à la droite de 742, ce qui donne 7420000000 
pour la valeur approchée du produit. 

514. Nous n'avons considéré jusqu'à présent que des nom- 
bres entiers. Si l'on a à opérer sur des nombres décimaux, on 
commence par substituer aux deux facteurs les nombres résultant de 
la suppression de tous les chiffres placés à droite de leurs trois pre^ 
miers chiffres significatifs. On effectua ensuite la multiplication des 
deux nombres ainsi obtenus^ abstraction faite de la virgule, comme 
sHls étaient entiers; puis, à la droite de leur produit, com^ 

^ piété par V addition d'un nombre suffisant de zéros, on sépare au- 
tant de chiffres décimaux qu*il y en a à la fois dans les deux 
facteurs réduits Vun et Vautre à leurs trois premiers chiffres 

' significatifs. 

Quelques exemples vont éclaircir cette règle : 

!• Soit à multiplier 0,35 par 0,0025. Le produit de 35 par 
25 est 875; ce produit est exact (511, 2»); séparant six déci- 
males, autant qu'il 7 en a à la fois dans les deux facteurs, nous 
trouverons 0,0G0875 pour le produit cherché. 
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assoit à multiplier 0,03836 par 62,721. Nous remplacerons 
les deux facteurs par les nombres 0,0384 et 62,7. Multipliant 
384 par 627, on trouve pour produit 241000 (512) ; séparant 
enfin cinq décimales, autant qu'il y en a à la droite des deux 
nombres 0,0384 et 62,7, on trouve 2,41 pour le produit 
cherché. 

3» Soit à multiplier 12,4745 par 8,0292. On prendra pour 
facteurs 12,5 et 8,03 ; le produit de 125 par 803 est 100400; 
séparant trois décimales, on aura 100,4 pour la valeur cher- 
chée. 

515. Nous savons maintenant efTectuer, dans tous les cas, la 
multiplication de deux nombres quelconques enliers ou déci- 
maux. Voyons comment on pourra procéder à l'opération in- 
verse, la division. Or, si l'on considère le dividende comme un 
produit, le diviseur et le quotient comme les deux facteurs de 
ce produit, on verra que la division se fera en ajustant la Règle 
et la Réglette comme pour la multiplication. Soit à diviser 
6 par 3, on aura : 

Règle. 2 (Quotient) 6 (dividende). 

Réglette. 1 >^ 3 (diviseur). 

Ainsi, pour diviser deux nombres Vun par Vautre^ il faut 
amener le point de la partie à gauche de la Réglette correspon- 
dant au diviseur y sous le point de la partie à droite de la Règle 
correspondant au dividende. Le point de Véchelle de la Règle 
sous lequel tombe le 1 de la Réglette indique la valeur du quo- 
tient. 

On déterminera d'ailleurs le nombre des chiffres .du quotient 
par le principe suivant : 

Lorsque le point correspondant au quotient tombe sur la 
■moitié à gauche de la RèglCy le nombre des chiffres dj^ quotient 
s'obtient en retrancfmnt le nombre des chiffres du diviseur du 
nombre des chiffres du dividende. Lorsque ce point tombe sur la 
moitié à droite, il y a au quotient un chiffre de plus que dans le > 
cas précédent. 
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1* Soit à diviser 6636 par 84. Nous amènerons le nombre 
%ky pris sur la moitié à gauche de la Réglette, soûs le nom- 
bre 664, pris sur la moitié à droite de la Règle. Le 1 de la 
Réglette tombera sensiblement au-dessous du nombre 79 de 
la Règle et sur la moitié de gauche de celle-ci. Le nombre 
des chiffres du quotient sera donc égal à deux, c'est-à-dire 
à Texcès de quatre, nombre des chiffres du dividende, sur 
deux, nombre des chiffres du diviseur. Le quotient cherché 
est donc 79. 

5f Soit à diviser 7419961879 par 31097. Nous prendrons 742 
pour dividende et 31 1 pour diviseur. En lisant le premier sur 
la moitié à droite de la Règle et le second sur la moitié à gau- 
che de la Réglette, on voit que le 1 de la Réglette tombe sensi- 
blement sous le chiffre 239 de la moitié à droite de la Règle. 
Le nombre des chiffres du quotient surpassera donc d*une 
unité l'excès du nombre des chiffres du dividende sur le nom- 
bre des chiffres du diviseur. Le dividende a dixchiffres, le di- 
viseur en a cinq; le quotient en aura donc six; nous prendrons 
donc 239000 pour la valeur approchée du quotient. 

• ^ 

3IG. Supposons maintenant qu'il s'agisse d'effectuer la di- 
vision de deux nombres décimaux. Considérons d'abord le cas 
où le dividende contient le diviseur, et où par conséquent le 
quotient a une partie entière. 

!• Diviser 0,0953 par 0,0006237. Avançons la virgule d'un 
même nombre de rangs dans lé dividende et le diviseur, ce qui 
n'altère pas le quotient ; la question sera ramenée à diviser 
953 par 6,237. Les trois premiers chiffres du quotient sont 153, 
et le quotient tombe sur la moitié à droite de la Règle; il doit 
donc avoir à sa partie entière un chiffre de plus que le nombre 
des chiffres entiers du dividende (trois) diminué du nombre 
des chiffres entiers du diviseur (un), c'est-à-dire qu'il aura 
trois chiffres entiers ; le quotient est donc 153. 

2« Diviser 0,00953 par 0,0006237. Nous ramènerons encore 
la question à diviser 953 par 62,37; les trois premiers chiffres 
du quotient sont 153; le quotient doit d'ailleurs avoir à sa 
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partie entière un chiffre de plus que l'excès de trois sur deux, 
c'est-à-dire deux chiffres ; ce quotient est donc 15,3. 

517. Considérons maintenant le cas où le dividende est plus 
petit que le diviseur. On ramènera facilement ce cas au précé- 
dent, en avançant la virgule d'un nombre suffisant de rangs 
vers la droite dans le dividende ; on déterminera le quotient, 
comme dans le premier cas, puis on y reculera la virgule vers 
la gauche d'autant de rangs qu'on l'avait avancée vers la droite 
dans le dividende. 

1* Diviser G,6237 (ou 0,624) par 95,3. J'avance la virgule de 
trois rangs vers la droite dans le dividende, afin d'avoir un 
nombre plus grand que le diviseur, et j'ai 624,0 dont la divi- 
sion par 95,3 donne 6,54 (516) ; reculant la virgule de trois 
rangs vers la gauche, il vient, 0,00654 pour le quotient cherchét 

2« Diviser 2,4 par 62,721 (ou 62,7). J'avance la virgule de 
deux rangs vers la droite dans le dividende, et je divise 240 par 
62,7. Les trois premiers chiffres du quotient sont 384; comme 
ce quotient tombe sur la moitié à gauche de l'échelle, il a un 
chiffre entier (trois moins deux), et est 3,84; en reculant la vir- 
gule de deux rangs à gauche, on aura 0,0384 pour le quotient 
cherché. 

518. Ainsi, nous sommes actuellement en état d'effectuer la 
multiplication et la division de nombres quelconques entiers 
ou décimaux. Il nous reste à indiquer un autre procédé que 
Ton peut employer pour effectuer ces deux opérations, au 
moyen de la Régktte renversée. 

Supposons qu'ayant retiré la Réglette de sa coulisse, on l'y 
introduise après l'avoir retournée bout pour bout, de manière 
que ses chiffres apparaissent à l'envers pour l'opérateur qui 
tient la Règle droite. Il est facile de voir que si l'on place le 
multiplicateur, lu sur la Réglette, au-dessous du multiplicande, 
lu sur la Règle, le produit se trouvera soit sur la Règle au-des- 
sus du 1 de la Réglette, soit sur la Réglette au-dessous du 1 de 
la Règle. Il est évident, en effet, que dans les deux cas la lon- 
gueur correspondant au produit est égale à la somme des Ion- 

16 
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gueurs conresponduiC aux deui foeteurs. SoU à multiplier» pas 
exemple, 6 par 9* L'opération s'indique de la manière soivanto : 

Régie 1 6 (mnlllpllc*») 9 (multiplie") 64 (produit). 

Réglette renversée. 54 (produit) 9 (muIupUc»') 6 (multiplie**) 1 



On effectuera la divisien avec la même facilité ; cette opéra* 
tion s*indiquera ainsi qu'il suit (divisioa de 54 par 6) : 

Règle 1 6 (diviseur) 9 (quotient) 54 (dividende). 

Réglette renversée. 54 (dividende) 9 (quotient) 6 (diviseur) I 

Ainsi, en opérant avec la Réglette renversée, on peut lire si- 
multanément le résultat sur deux échelles différentes* Il y a ua 
certain avantiige dans cette doul)le lecture, dont l'une sert à 
vérifier l'autre. 

Les principes relatifs à la détermination du nombre des 
chiffres, soit du produit, soit du quotient, sont d'ailleurs appli- 
cables à la position renversée de la Régletie. Ainsi, lorsque la 
lecture du multiplicande et du produit se fait sur les deux moi- 
tiés différentes de la même échelle, le produit a autant de. 
chiffres qu'il y en a à la fois dans les deux facteurs, etc. 

510. La division avec la Réglette droite, lorsque le diid- 
dende et le diviseur ne correspondent ni l'un ni l'autre à un 
des traits de la graduation tracée sur les échelles, exige qu'on 
mette en regard l'un de Tautre deux points dont la positioa 
donne lieu à quelque incertitude. Avec la Réglette renversée, 
il sera plus facile d'ajuster le chiffre 1 sous le point qui cor- 
respond au dividende,, et de lire ensuite le quotient correspon- 
dant au diviseur. 

Au contraire, dans la multiplication, il sera plus commode 
de lire les deux facteurs ^ec la Réglette droite. 

590. PropesoBS'-iioQs comme exercices les questions sui- 
vantes : 

!• MulHpKer un nombre constant par une suite de nombres va- 
riables. Soit, par exemple, à former fcy neuf premiers multî- 
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plès de 365. Amène te 1 dé la Réglette sous 365 de la Règle, 
et, sans chmgtr de pktm ki Réglem supposée droite^ je lirai si- 
maltanément sur la Régie les nombres 365, 730, 1095, 1460, 
1825, 2190,2555, 2920 et 3ia5, ail dessUtt des nombres 1, 2, 3, 
/ , 5, 6, 7, 8 et » lus sur la Réglette. 

Règje. 365» 73C^ 1095 1460. 1825 2I9Q 2555 2920 3285 

Réglette. >^123456789 

2* Diviser une suite de nombres variables par une mime quanr- 
t%U. Soit à diviser les nombres 12, 18, 24, 30, 36 par 6. Je place 
le 1 de la Réglette sous le 6 de la Règle, et, sans changer déplace 
la Réglette supposée droite^ je lirai simultanément sur la Réglette 
les quotients 2^ 3, 4, 5 et 6 au-dessous des dividendes 12, 18, 
24^ 30 et 36. lus sur la Règle. 

Hèffle. 6^ 12' \% 24 30 36 



Réglette. » 1 2 3 4 5 6 

Remorquons) qu'en renversant la Réglette^ il eAt été impQs->- 
siUe de résoudre ees deux questions au moyen d'une seule 
lecture simuitanéep 

3» Difnser un nomère cùmkmêpar um svàtê de quan^iités varier' 
blés. Soit à diviser successivement 360 par 2, 3, 4, d» 6. Après 
avoir renversé la RégleU», j'amène son chiffre 1 sous le divi- 
dende 360 lu sur lai Règle» et,, sans changBr d$ place la Bigkm 
rmversée, je lis sifflaltanément sur la Règle les quotients suc- 
cessifs 180, 120, 90, 72, 6(l> correspondant au& (kviseurs 2^ 3} 
4, 5, 6 lus sur la Réglette. 

Rèffle. 60 72 90 120 180 360- 

Réglette renversée. <-^ 6 5 4 3 2 1 

SUf . Nous aton^ dit (597) qu'il existait, à Iftpattie Infériente 
de la face principale de la^ Règle et* au-dessous de la Réglette, 
une échelle portant la dé^gnation car. Les divisions de cette 
échelle sont respectivement le double de» divisions correspon- 
dantes des échelles de la Règle et de la Réglette. Il s'ensuit 
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que sur cette échelle la distance du chiffre 1 à la division 3, par 
exemple, est égale à deux fois la distance, sur la Réglette, du 
chiffre 1 au même nombre 3, et que par conséquent elle re- 
présente le logarithme de 3*=:9; donc le 3 de l'échelle des 
carrés doit correspondre au 9 de la Réglette. Ainsi : 

Pour trouver le CARKé d'un nombre donnéj on cherche ce nom- 
bre sur VécheUe inférieure^ et on lit son carré sur la RégleUe immé- 
diatement au^ dessus. 

Il faut remarquer avec soin que, en ce qui concerne les car- 
rés, les lectures sur la Réglette ne peuvent plus se faire comme 
dans la multiplication et la division, où Ton prenait à volonté 
les multiples ou les sous-multiples décuples des nombres in* 
scrits sur l'échelle. 

La règle que nous venons de donner ne présente aucune 
difficulté, lorsque le nombre dont on cherche le carré est com- 
pris entre 1 et 10. Quant aux autres cas, on les ramène tous 
à ce premier cas ; il suffit de multiplier ou de diviser le nom-- 
bre proposé par 10, 100, 1000, etc., de manière à le rendre 
plus'grand que 1 et plus petit que 10 ; on cherche le carré du 
nombre ainsi obtenu, et on divise ou multiplie ce carré par 
le carré de 10, par le carré de 100, parle carré de 1000, etc., 
suivant que Ton a multiplié ou e^tvis^ le nombre proposé par 
10, 100, 1000, etc. 

Soit, par exemple, 0,008247 à élever au carré. Je multiplie 
par 1000, et je cherche le carré de 8,247 ou plutôt de 8,25 ; je 
trouve 68,0; en divisant ce résultat par 1000*= 1000000, il 
vient 0,000068 pour le carré cherché. 

522. Pour trouver la racine CABRé£ d^un nombre donné, on 
cherche ce nombre sur la Réglette, et on lit sa racine sur VécheUe 
infêrieuf'e, immédiatement êm-dtssous. 

Cette règle s'applique à un nombre compris entre 1 et 100. 
Tous les autres cas se ramènent à celui-ci, en multipliant ou 
divisant le nombre proposé par 100, 10 000, 1 000 000, etc., de 
manière à le rendre plus grand que 1 et plus petit que 100; on 
extrait la racine du nombre ainsi obtenu; cette racine est coni- 
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prise entre l et 10 : puis on la divise ou multiplie pur 10, 100, 
1000, etc., suivant que Ton avait multiplié ou divisé le nombre 
proposé par 100, par 10 000, par 1 000 000, etc. 

Soit, par exemple, à extraire la racine carrée de 0,4. Je mul- 
tiplie par 100, ce qui donne 40, dont la racine carrée est 6,32; 
divisant ce résultat par 10, il vient 0,632 pour la racine cher- 
chée de 0»4. 



CHAPITRE XV. 

PAOBLEMESL 



S I. QUESTIONS SUR LES GRANDEURS QUI VARIENT DANS LE 
MÊME RAPPORT OU DANS UN RAPPORT INVERSE. — MÉ- 
THODE DITE DE RÉDUCTION A L'UNITÉ. 

Problème L. â"* 13» cTune certaine marchandise ont coûté 18', 75 ; 
çuel est h prix de S"* 2* 4* de la même marchandise? 

Il est clair qu'un poids 2, 3, 4 fois plus grand de cette mar- 
chandise coûterait 2, 3, 4 fois davantage ; donc , autant de fois 
le SECOND poids contiendra /e premier, autant de fois ^second 
prix contiendra le premier ; ainsi on aura la proportion 

2M3»: 3'2»4» :: I8',75:a?'. [i]. 

Si l'on voulait tirer de cette proportion la valeur de x par 
l'application immédiate de la règle du n"* 2ttO, le calcul serait 
fort long (185 et 186). On l'abrégera beaucoup en substituant 
au rapport des deux premiers termes de la proportion le rap- 
port équivalent de deux nombres abstraits. Pour cela je réduis 
2' 13° et 3*' 2«4* en gros, et je trouve que 2' 13*= 360* et que 
3''2«4* = 404«, de sorte que le rapport de 2''13*' à 3* 2» 4* est 
égal à celui de 360 à 404, ou de 90 à 101. Nous aurons donc 

90: 101 :: w,7b:af=:2V,okf. 

LI. Un tapis al { au7w$ de long sur 5 $ de large ; on vou- 
drait le doubler avec de la toile à ^de large : combien en faut-it 
d'aunes? 

Si la toile avait 2, 3, 4 fois moins de largeur que le tapis, il 
en faudrait 2, 3, 4 fois plus d'aunes de long ; donc » autant de 
fois la largeur de la toile sera contenue dam celle du tapis, au- 
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VjsM de fins la langueur en tapis sera eorUenue dans celle de la 
TOILE ; donc on aura la proportion 

ou, Gorame tout à Tbeure^ en substituanl au rapport des deux 
premiers termes le rapport des nombres abstraits ^^ûrrespoa- 
dants^ 

ou bien, en multipliant les deux termes du premier rapport 
par 9, puis les deux antécédents par S pour faire évanouir les 
deux dénominateurs (2ttS), 

16:51 :: 16« :a?=i^ = 47*||. 

Les deux questions que nous venons de résoudre sont ap- 
pelées par les arithméticiens des règles de trois ^ parce qu'elles 
conduisent à calculer le quatrième terme d'une proportion dont 
les trois autres sont connus. Gomme, dans la proportion qui 
résont la deuxième question, l'ordre dans lequel on compare 
les deux quantités d'une même espèce est inverse de celui dans 
lequel on compare les deux quantités correspondantes de 
l'autre espèce, on dit que les largeurs sont en raison inverse des 
longueurs, et par conséquent que ce problème est une règle 
de trois inverse^ tandis que le premier est une règle de trois 
directe. Mais cette distinction est tout à fait insignifiante : il 
suffira, dans chaque cas particulier , d*analy8er avec soin la 
question, et Ton ne sera jamais embarrassé pour établir la 
proportion. Au reste, Lacroix a donné une règle fort simple 
pour résoudre les règles de trois : c'est que le plm petit terme de 
la première espèce est au plm graifîd terme de cette espèce comme 
le plus petit terme de la seconde espèce est au plus grand terme de 
cette espèce, ce qui résulte évidemmeftt de la considération des 
proportions [1] et [2]; on, autrement : fe rapport du plus petit 
terme de la première espèce au phts grand terme de cette espèce est 
égalaurapport du pliu petit terme de /a seconde espèce au pltu 
frand terme de cette espèce, 
;- 7/ suffira donc d*examiner si le terme inconnu doit être plus 
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grand ou plus petit que celui de son espèce, et il sera facile ensuite 
d^écrire la proportion^ pourvu toutefois qu'il doive y avoir pro- 
portion entre les deux termes de la première espèce et ceux 
de la seconde. C'est ce qui n'aurait pas lieu dans la question 
suivante : On a payé 800' pour creuser un puits de 30 pieds de 
profondeur : combien coûterait un puits de 60 pieds? — Il est 
clair qu'il serait payé plus que le double de 800' ; car^ la diffi- 
culté du travail augmentant avec la profondeur du puits, les 
30 derniers pieds coûteront plus que les 30 premiers. Ce pro- 
blème ne se résout donc pas par une règle de trois, et pour en 
trouver la solution, il faudrait savoir suivant quelle loi aug- 
mente la difficulté du travail, à mesure que l'ouvrier descend 
à une plus grande profondeur. Hais dans un grand nombre 
de questions, au contraire, on a à considérer des grandeurs de 
deux espèces telles que, l'une variant et devenant par exemple 
un certain nombre de fois plus grande ou plus petite, l'autre 
devient nécessairement ce même nombre de fois plus grande 
ou plus petite ; on dit alors qu'elles varient proportùmneHe- 
ment ou dans le mime rapport. Ainsi, l'aiguille d'une montre 
parcourt dans un temps double, triple, etc., un nombre de 
divisions double, triple, etc.; les espaces varient, dans ce 
cas, proportionnellement aux temps employés pour les par- 
courir ; il n'en serait pas ainsi d'une pierre qui tomberait dans 
le vide à la surface de la terre. Il est dono essentiel de com- 
mencer par s'assurer que les quantités que l'on considère 
varient dans le même rapport ou dans un rapport inverse ; 
quant au fait de cette variation considéré en lui-même, il a, 
dans chaque cas, sa raison d'être en dehors de Tarithmétique, 
à laquelle il n'appartient pas de le démontrer. 

LII. 75 ouvriers, travaillant O*»! par jour, ont fait un ouvrage 
de 252* dont la difficulté était représentée par ^ : combien faudraitr 
il d' ouvriers j quitravaiUeraient lù^-^ par jour, pour faire, dans le 
même nombre de jours, 42' 4'* 8p« d'un ouvrage dont la difficulté 
serait représentée par J, en supposant d^ailleurs que l'activité delà 
première troupe soit représentée par 72, etcelledelasecondeparll^ 
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G*est là une de ces questions que'l'on appelait règles de trois 
composêeSyipvirce qu'elles peuvent se décomposer en plusieurs 
règles de trois simples. 

En effet, supposons que l'ouvrage et Taclivité des ouvriers 
soient les mêmes dans les deux cas ; la question sera ramenée 
à celle-ci : 75'"' ont fait un certain ouvrage en travaillant 9^^ par 
jour; combien faudrait-il d'ouvriers pour faire le même ouvrage 
en travailhnt 10^-^ par jour? Il est clair que, puisque la se- 
conde troupe travaille plus d'heures par jour, elle doit èlre 
moins nombreuse : donc nous aurons, d'après la règle de La- 
croix ^ la proportion 

9| : 10^^ :: a? : 75, 

ou, en multipliant par 24 les deux termes du premier rapport 
pour faire évanouir les dénominateurs, 

225 : 250 ::x: 75 [i]. 

La valeur de rr, tirée de cette proportion , exprimera le nombre 
d'ouvriers nécessaires pour faire 252*^ en travaillant 10^-^ par 
jour. Mais ce n'est pas 252^ que la seconde troupe doit faire, 
c'est 42^ 4P^ dP^"; nous avons donc à résoudre cette seconde 
question : af^ ont fait 252''; combien en faudrait-il pour faire 
42^ 4P* 8P«? Il est clair que le second nombre d'ouvriers sera 
plus petit que le premier, et qu'ainsi 

42T4pigpo. 252"^:: a?': a?, 

x' désignant le nombre d'ouvriers qui» travaillant 10*"^ par 
jour, feront 42* 4p* S^ d'un ouvrage dont la difficulté est repré- 
sentée par f . Pour substituer au rapport des nombres concrets 
42"^ 4P' Sf et 252"^ un rapport de nombres abstraits, nous con- 
vertirons ces deux nombres en unités de la plus baase espèce, 
c'est-à-dire en poiAces, et nous aurons ainsi la proportion 

3080: 18144 ::a?':a? [2]. 

Mais la difficulté, au lieu d'être représentée par |, doit l'être 
par l : donc nous sommes conduits à cette troisième règle de 
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trois : a/ ouvriers ont fait wi ouvrage é&ru la S.ffimM est re^é- 
sentie par { ; combien faudrait-^l iïomners pour faire %m mmrm§9 
dont la difficulU le serait par ^î II faut d'autant moms d'ou- 
vriers que l'ouvrage est rooÎBS difficile; donc 

ou, en ouillipUaiit par 18 les éem. termes éa preoner rapport, 

ik:ibi:x'':x' [3j. 

af" représente le nombre des ouvriers qui sont nécessaires pour 
faire 42* ^ 8P« d'un ouvrage dont la difficulté est représentée 
par J, en travaillant 10*» A par jour, avec une activité repré- 
sentée par 72 : mais cette activité doit Têtre par 77; donc nous 
aurons à résoudre cette quatrième question : af ouvriers, dont 
V activité est représentée par 72 , ont fait un certain ouvrage; com- 
bien faudrait-il d^ouvriers, dont Factivité serait représentée par 
77, pour faire le même ouvrage? Puisque la seconde troupe a 
plus d'activité que la première, elle doit étr« moins nombreuse; 

donc 

mm: af:a/' [4]; 

et la valeur que l'on trouvera pour aT résoudra évidemment le 
problème. 

Pour obtenir cette valeur, nous multiplierons les proportions 
[1], [2], [3], [4] par ordre (260); et comme les quantités in- 
connues X, a?', x^ seront facteurs communs aux deux termes 
du second rapport de la proportion-produit, rîbus pourrons 
tes supprimer, et îl viendra 

225.3080.14.72: 250. 18144.15.77 ::ar:75; 
d'où Ton tire 

en supprimant les facteur^^^ommuns aux deux termes de l'ex- 
pression de x". 

Méthode dite de réduction à l*unité. — Les proUèmes que nous 
venons de résoudre (L. . LU), et ceux que nous avons tmilés 
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précédemment (VIL... XIII.,«. XXII.... XXy)>S0Dt, comme on 
voit, telgy que les quantités que l'on y ^^ossidàre y forment les 
termes de deux séries .i)arallèles : chaque terme pris dans roae 
d'elles correspond 4ans l'autre à un ternie de même espèee ; 
et si l'on compare les deux termes correspondant à l'cmeqiMsil- 
conque des quantités considérées avec les deux termes c^ms- 
pondant à une autre quelconque 4e œs quantités, il arri\« 
toujours que ces deux quantités varient, «oit dans le même 
rapport, soit en rapport inverse. 

Tous ces problèmes peuvent aussi se résoudre par une mé- 
thode générale dite de réduaiion à Funité, Cette méthode est 
ainsi nommée parce qu'elle revient à décomposer chaque règle 
de trois simple en deux autres ayant chacune un terme égal à 
l'unité ; de sorte que l'on est ramené à résoudre des questions 
Identiques anx problèmes I, II, III, V et YL fiUe va être mise 
en évidence par les exemples suivants. 

LIIL Z2 ouvriers orU fait un certain ouvragé en lâ6 j(mrs, 
combien faudrait-il de jours, à 24 ouvriers, pour faire U même 
ouvrage dans les mmes conditions? 

Nous raisonnerons de la manière «livante : 

!• Si 32 ouvriers ont mis 126 jours pour faire un ouvrage, 
combien un ouvrier mettra-t-U de jours pour faire le même ou-- 
vrage? 

Il est clair qu'un seul ouvrier mettra 32 fois plus de temps, 
c'est-à-dire un nombre de jours égal à 126^x32. 

2* Si UN ouvrier met 126^X32 poinr faire un ouvrage, com- 
bien 24 ouvriers mettront-lis de jours pour faire le mime ou- 
vrage? 

Il est évident que 24 ouvriers mettront 24 fois moins de 
temps, c'est-à-dire un nombre de jours égal à ^^ff^ = 126* 
X 11=^168 jours. 

Ainsi, en disposant les données de la question et l'inconnue 
Bur deux lignes horizontales de la manière suivante : 

32«^\..... 126'1, 
2(1 a?, 
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on voit que la valeur de Finconnue x s'obtient en multipliant 
la quantité donnée correspondante 126 par le rapport f| des 
deux autres quantités données, celle d'en haut étant divisée 
par celle d*en bas, si, comme dans notre exemple, elles varient 
dans un rapport inverse de celui des quantités de même espèce 
que Tinconnuc {moins il y a d'ouvriers, plus il faut de jours), 
Le rapport se formerait en divisant celle d'en bas par celle d'en 
haut, si ces deux quantités variaient dans le même rapport que 
rinconnue et la donnée correspondante. 

LIV. 48 ouvriers 9 travaillant^ 14 heures par jour^ ont mis 54 
jours pour creuser un fossé cfe 12 mètres de long sur 6 décimètres 
de large et 9 de profondeur^ dans un terrain dont la difficulté est 
représentée par 14 : combien de jours mettraient 36 ouvriers^ qui 
travailleraient 10 heures par jour ^ pour creuser y dans un terrain 
dont la difficulté est représentée par 8, un fossé de 225 décimètres 
de long sur S de large et 4 de profondeur? U activité et la force des 
premiers ouvriers sont représentées par Ibet 21, et celles des se^ 
conds par IS et 20. 

Nous commencerons par disposer sur deux lignes horizon* 
taies les quantités correspondantes, données et inconnue : 

48«»\ 14^. 541.. 12tf«. 6^. 9P'.. 14*.. 15».. 21', 

'36... 10... a?... 225.. 8... 4... 8... 18.. 20. 

Supposons d'abord que les ouvriers travaillent le même nom- 
bre d'heures par jour ; que le travail soit le même, ainsi que 
leur force et leur activité, etc.; nous dirons : 48 ouvriers ont 
mis 54 jours pour faire un certain ouvrage; combien 36 ou- 
vriers mettront-ils de jours pour faire le même ouvrage dans 
les mêmes conditions ? 

1 ouvrier mettra 54ix48 

/ 
36 ouvriers mettront. . . . ^^ = 54J x f J. 

Ainsi 36 ouvriers, travaillant 14 heures par jour, mettent 
ô^^X H pour creuser un fossé de 120 décimètres de longsui- 
6 décimètres de large, etc.; combien de jours mettraient 36 ou- 



PROBLÈMES. 253 

vriers, travaillant 10 heures par jour, pour creuser un fossé de 
225 décimètres de long sur 8' de large, etc. ? Nous supposerons 
que les dimensions du fossé, la force et Tactivité des ouvriers 
soient les mêmes, et nous dirons : des ouvriers ont mis 
5^^ X H pour faire un certain ouvrage en travaillant 14 heures 
par jour ; combien les mêmes ouvriers metlraient-ils pour faire 
le même ouvrage en ne travaillant que 10 heures par jour? 
En travaillant une heure par jour, ils mettront 54ixJ| XI 4. 

54^>c4^^14 

En travaillant 10 heures par jour, ils mettront — ^"^ 

= 54ixt|Xi^. Ainsi 36 ouvriers, travaillant 10 heures par 
jour, mettent 54ixff XiéP^"^ creuser un fossé de 120 dé- 
cimètres de long sur 6 décimètres de large, etc. ; combien de 
jours mettrait le même nombre d'ouvriers, travaillant le 
même nombre d'heures, pour creuser un fossé de 225 déci- 
mètres de long sur 8 de large, etc. ? Nous supposerons que la 
longueur du fossé varie seule, toutes les autres conditions 
restant constantes, et nous dirons : des ouvriers ont mis 
54Jx|ixU pour creuser un fossé de 120 décimètres de 
long ; combien mettront-ils de jours pour creuser un fossé 
de 225 décimètres de long? 

Pour creuser un décimètre, ils mettront -^ — l^, 

54JX^X-^ 

Pour creuser 225 décimètres, ils mettront r~: — '-^ X 225 

120 

= 5^'Xi|X foXffS. On continuera de la même manière, en 
réduisant successivement à l'unité chacune des quantités de la 
première ligne, et déterminant ce que devient le nombre de 
ju. On trouvera ainsi : 

a;=54ixJSXi*XfîgX|X|XAX|iX|é, 
54i.48.14.225.8.4. 8 .15.21 .^. „^ 
^«»^^^^ ^= 36.10.120.6.9.14.18.20 =^^J^^"^' 

(Il est bien entendu qu'avant d'effectuer les opérations on 
aura soin de simplifier la valeur de a?, en supprimant aux deux 
termes de la fraction tous les facteurs communs que Ton aper- 
cevra.) * 
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AiiMty nous aTons ramené le problème composé h la résolu* 
tion de phniem? problèmes simples analogues au problème 
LUI; l'inconnue de chaque problème simple derient une don^ 
née du suivant, et chacun d'eux se résout par la réduction à 
rnnHé. Il est facile d'arriver à la règle générale suivante : 

Les don/nées de la question et rtnœnnue élcmt disposées sur deux 
lignes horizontales, en faisant correspondre les quantités de même 
espèce^ la valeur d& rincormue est égale au produit de la quantité 
donnée correspondante par les rapports successifs des qttantUés don- 
nées de même espèce^ divisées : celle d'en bas par celle d^en haut 
quand elles varient dans le même rapport que les quantités de Ves- 
pèce de l'inconnue; celle d^en haut par cette d'en bas quand elles 
varient dans le rapport inverse. 

LV. 75 ouvriers, travaillant 9*'| par jour, ont fait un om- 
vragede 184", 8, dont la difficulté était représentée par | : combien 
faudrait-il d'ouvriers, qui travailleraient 10*»^ par jour^ pour 
faire, dans le même nombre d^ jours, 84'*,7 d'un ouvrage dont la 
difficulté serait représentée par J, en supposant d^ailleurs que îaC" 
tivité de la première troupe soit représentée par 72, et celle de la 
seconde par 11 % 

On commencera par eonivertir chaqoe nombre entier et la 
fraction qui l'accompagne en une seule fraction ; puis on ré- 
duira au même dénominateur les fractions qui expriment des 
collections de parties de la même unité, et l'énoncé de la ques- 
tion proposée deviendra celui-ci : 

75 ouvriers, travaillant ^ d'heure par jour, ont fait un ou- 
vrage de 1848 décimètres dont la difficulté était représentée par p; 
combien faudrait-ild* ouvriers, qui travailleraient^ d'heure par 
jour, pour faire, dans le même nombre dt jours, 847 décimètres 
d^v/n ouvrage dont la difficulté serait représentée par {|, en sup^ 
posant d'ailleurs que l'activité de la première troupe soit repré^ 
sentée par 72, et celle de la^secondepar 11 ? 

On trouvera facilement pour te nombre d^mvriers cherché : 
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S U- PARTAGES PROPORTIONNELS. 

LVI. Partager 240 m trm parties proportionnelles aux norn^ 
bres 2, 3, 5. 

Si Ton désigne les trois parties inconnues par x, y, z, on 
. aura, d'après Ténoncé, la suite de rapports égaux 

a?:2::y:3 :: z:f>; 

d'où, en Yertii (frr principe du n- i{», et en observant que 

« + ^+-^=240, 

240: 10:: a?: 2 / a?=2.^=2.24=48- 

240:l0::y:3 , d'où ly = 3.24=72; ' 

240:io::z:5 ) | «=5.24=120; 

< 

et^ en effet, la somme de ces trois nombres est 240*. 

. LTir. Partager 192 en trois parties Ulles que la première 
soit à la seconde :: 6 : h\ et que la première soit à la troisième 

:: 15 : .8. 

Heprésen<toii6 les tnns partie» inconnues p^ x^jy,, js, et nous 
aiiECi» immédiatetnent 

x:y:: 6:5, 
x:z :: 15:8. 

Si les seconds antécédents de ces deux proportions étaient 
égaii&.c«iimelespremiiersyelk&ac^eircaûent.ua rapport com 
mun en intenrertissamt Tordre des moyens, et l'on retomberait 
dans le cas du problème précédent. Tâchons donc de n^ndre 
égaux les aeconib anléeédents* ûa y parviendrait évidemment 
en multipliant les deux termes du second rapport de la pre^ 
niière proportion par Î5, et les deux termes du seeendrap»» 
port de la deuxième par 6 : mais il seca plus simple d^op^er 
sur ces deux rapports comme si l'on voiûait réduire les deux 
fractions | et pâleur plus petit dénominateur commun (108). 
Le plus petit nombre divisible par 6 et par 15 est 30 ; jelediviisè 
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successivement par 6 et par 15, et je multiplie les deux termes 
du second rapport de la première proportion par le premier 
quotient 5, et les deux termes du second rapport de ladeuxième 
par le second quotient 2, ce qui donne : 

a?:y::30:25 ) ^„ /««^-^n f a?:30::y:25 ). 
a?:;;:30:i6i' ^" ^^^^^ U:30::^:i6 J' 

parlant, a? : 30 :: y : 25 :: z : I6, etc. 

LVIII. Trois joueurs qui s'étaient associés ont fait un bénéfice de 
30 francs. Le premier avait mis 20 francs^ le second 60, et le troi- 
sième 70. Combien revient-il à chacun*? 

Si les joueurs avaient tout perdu, celui dont la mise aurait 
été 2, 3, 4 fois plus ou moins grande que celle d*un autre, 
aurait éprouvé une perle 2, 3, 4 fois plus ou moins grande; il 
est donc juste qu'il gagne aussi 2, 3, 4 fois plus ou moins que 
cet autre; donc les gains sont proportionnels aux mises. La ques- 
tion revient donc à partager 30 francs en parties proportion- 
nelles aux nombres 20, 60 et 70. On trouvera ainsi que les bé- 
néfices des trois joueurs sont 4 francs, 12 francs et 14 francs^ 
^ LIX. Trois négociants s'étant associés ont fait un bénéfice de 
4750^ On propose de le répartir entre eux, sachant que le premier 
avait fourni 2000' pendant 5 mois, le second 3000' pendant 
15 mois y et le troisième kOOO^ pendant 10 mois. 



♦ Cette queAion et la suivante sont de celles que les arithméticiens nom- 
ment des règles de société simples et composées. On y admet que les pertes 
ou les gaius des associés sont proportionnels à leurs mises et aux temps pen- 
dant lesquels ces mises sont restées dans la société; et Ton en conclut facile- 
ment que les pertes ou les gains sont proportionnels aux produits des mises 
par les temps. En effet , soit 5 le bénéfice correspondant à une mise m faite 
peudant le temps t ; le bénéfice correspondant à une mise m' pendant le 



m' ... m' 



môme temps t sera 6 — ; mais si 5 — est le bénéfice correspondant à la mise 
m' faite pendant le temps tj le bénéfice b' correspondant à la môme mise m' faite 

pendant le temps*' sera 5'= &^'x^', ou l»'=ô^'; c'est-à-dire que l'on a 

b' mW , , , ,^ , 
37 = --T, ou 5' : 5 :: m's^ ; mt, 
mt 



1^ 
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Le bénéfice produit par une somme qui est restée dans la 
société pendant 5 mois doit être le même que celui produit 
par. une somme 5 fois plus grande placée seulement pendant 
un mois : donc 

3000' placés pendant 5 mois=2000'.5 ou 10000' placés pendant un mois. 

On verra de même que 

3000' placés pendant 15 mois=3000M5 ou 45000' placés pendant un mols« 
4000'. id 10 =4000'.10 ou 40000'- id id. 

Ainsi la question revient à celle-ci : Trois négociants ont fait 
un bénéfice de 4750' ; on propose de le partager entre eux^ 
sachant que leurs mises respectives sont lOGOO', 45000' et 
40000'. Le premier recevra 500*, le second 2250', et le troi- 
sième 2000'. 

LX. Trois marchands se sont associés pour fournir à un ré" 
giment, le premier 510"" (fe Urap rouge ^ le second 2000"" (fe drap 
bkUf et le troisième SGOC" de toik, La qualité du drap bleu est 
ks^de celle du drap rouge, et le prix de la toile est le huitième de 
celui du drap bleu. On demande ce qui revient à chacun sur un 
bénéfice de 3750'. 

Réponse. Le premier a gagné 765^ le second 2400', et le troi- 
sième 585'. 

8 m. QUESTIONS SUR LES INTÉRÊTS. 

On appelle capital la somme que l'on prête ou que l'oii place, 
et intérêt celle que Ton se fait payer par Temprunleur pour 
s'indemniser de la jouissance de ce capital pendant la durée 
du prêt ou du placement. 

Le taux de l'intérêt est la somme que rapporterait un capi- 
tal de 100 francs prêt^ ou placé pendant t^n an. Le taux s'indi- 
que ainsi : 4 p. •/•» c'est-à-dire 4 pour 100. 

L'intérêt est dit simple, quand le capital reste le même du- 
rant tout le placement. On dit au contraire que les intérêts 
«ont composés, lorsqu'à la fin de chaque période de temps con- 

17 



258 PROBLËVEd. 

venue, à la fin de ebaque année, par exemple, on joint les^ 
intérêts an capital primitif, ponr former un nouveau capital 
qui, à son tour, produira intérêt pendant la période de temps 
suivante. 

Les questions relatives aux inlirtts simples se résolvent à 
Taide des deux principes suivants : l^Tintérêt, lorsque le temps 
ne change pas, varie dans le même rapport que le capital ; 
2* l'intérêt d'un même capital varie dans le même rapport que 
le temps du placement. 

Soit, en général, un capital A, placé pendant nn temps (, au 
taux i ; quel sera l'intérêt I produit par ce capital ? On posera 
ainsi la question, qui n'est autre qu'une règle de trois : 

100' rapportent en 1 an. . . i'; 

A' «•....!'; 

et Ton trouvera facilement que 

f ^'v^ A ^^ A.t.t 

*"" -^100^ — 100* 

Telle est la formule générale des intérêts simples. 

LXI. Une personne emprunte 800* à raisim de 5 pour 100 par 
an; on demande quel intérêt elle devra payer au bout de sept 
m^ois. 

Cette question revient à celle-ci : lOO' rapportent 5' dHntérit 
en 12 mois : combien 800' produiront-Us en 7 mois? et rentre 
dalis le problème LUI. 

Réponse : 23^,33. 

Si Ton avait voulu résoudre cette question au moyen de la 
formule générale, on aurait remplacé A par 800', i par 5, et 
t par t^; en effet, i représentant exclusivement l'intérêt de 
100 francs pendant un an, t représente le temps exprimé en 
années; puisque le temps est 7 mois, on devra donc prendre 

LXII. Pendant c(mbien de temps faut-U placer SOO' à 5 pour 100 
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fOT an y pour retirtr au k<mt de ee temps 836' tant en principal 
qu'en intérêts? 

L'intérêt du capital 800' est évidemment 38' , de sorte qaela 
question n*est autre que celle-ci : 100' rapportent 5' d'intérêt en 
12 mois; en eomlnen de temps 800' rapporteront-Us W? 

Réponse : 10 mois 24 jours. 

LXIII. A combien pour 100 par an faudrait-il placer 800' pour 
retirer 36' d'intérêt au botU de 96 fours? 

Ce problème revient au suivant : 800' rapportent 36' en 
96 jours; combien lOV produisent-^ en 360 jours? 

Réponse: 16',87. 

Si l'on avait voulu appliquer la formule générale, on y au- 
rait fait t='f^. (Dans les questions d'intérêt, on considère 
chacun des douze mois de l'année comme composé uniformé- 
ment de 30 jours, ce qui revient à compter seulement 360 jours 
dans l'année.) 

LXIV. Quel est le capital primitif de 500', somme reçue tant éri 
principal qu'en intérêts au bout de 5 mois, l'intérêt étant de 10 
pour \00 par an? 

On trouvera facilement que l'intérêt d'un franc placé à 10 V^ 
par anest^' pour 5 mois, et qu'ainsi l' vaut 1'+^= H-'au bout 
de 5 mois, tant en principal qu'en intérêts. Donc, pour avoir la 
yaleur d'un capital au bout de 5 mois et à 1 %» il faut multiplier 
If par ce capital. Par conséquent, 500' est le produit de |f par 
le capital inconnu : donc on obtiendra ce capital en divisant 
500' par JJ, ce qui donne fififjaLi= 430'. 

On peut aussi résoudre cette question au moyen des propor- 
tions, de la manière suivante : 

Représentons para; le capital inconnu et par y son intérêt 
pour 5 mois : nous trouverons tme relation entre ce capital ei 
son intérêt en nous proposant cette question : Le capital 100*^ 
rapporte 10' en 12 mois; combien le capital x' rapportera-l-il en 
5 mois ? Nous obtiendrons la solution de ce problème par la 
proportion 

12.100:5.0?:: io:î/. 
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Divisant le premier moyen par 5 et multipliant le second par 
ce nombre (253), pour que x forme seul le conséquent du pre- 
mier rapport, il viendra 

lsoo:â;::50:y. 

Donc, m vertu du principe du n^» 858^ nous aurons 

1200-f 50:a?+y:: 1200: a?, 
ou bien 1250: 500 :: 1200 :a;; 

d'où a?=^^^Jûû=480'. 

LXV. Une personne qui a besoin (T argent comptant propose^ le 
4 mai^àun banquier de lui escompter un billet de SOO^ payable 
le 12 décembre suivant. Le banquier prend Tescompte à raison 
de 6 pour 100 par an : quelle somme remettrait-il au porteur du 
billet? 

Il est clair que le banquier, sortant de sa caisse une' somme 
qui ne doit y rentrer que dans 222 jours*, doit retirer un cer- 
tain intérêt de cette somme, lequel s'évalue à raison de 6 pour 
100 par an d'après les conditions de l'énoncé, et dont il devra 
trouver le remboursement à l'échéance du billet. La question 
proposée reûent donc à celle-ci : Quel est le capital primitif de 
SOO^ j. somme reçue tant en principal qu'en intérêts au bout de 
222 jours y Vintérêt étant à 6 pour 100 f 

Réponse : 771',46 (Problème LXIV). 

Mais les banquiers n'opèrent pas ainsi : ils trouvent plus com- 
mode de regarder le montant du billet comme un capital ; ils 
s'en font donc payer l'intérêt, et retirent par conséquent l'in- 



* Od calculera le nombre de jours du 4 mai inclusivement au 12 décembre 
exclusivement (28+30+31 +31 + 30 + 31 + 30 +11 =222) . Dans le commerce 
ou la banque, on compte le nombre exact des jours; mais, pour simplifier les 
calculs, on regarde le jour comme ^^ de Tannée, et non comme ^1?, ainsi 
qua nous Pavons déjà dit (Problème LXIII). 
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térèt de l'intérêt de la somme qu'ils devraient remettre au 
porteur du billet. Ainsi ils cherchent qml est rintérit de 800' 
pour 222jour^y le taux dtVintérèt étant de 6 pour 100 par an. 
On trouvera de cette manière (Problème LXI) que le porteur 
du billet recevra 770',40, l'escompte étant 29',60. On dit alors 
que V escompte est m dehors^ tandis que dans la première ma- 
nière d'«nvisager la question U est en dedans. 

Ainsi on appelle escobiptë commercial ou en dehors la re- 
tenue qui est faite sur le montant dTune créance qui ne doit être 
payée qu'au bout d*un certain temps, et dont on veut être payé 
avant l'échéance. LcT manière dont se calcule cette retenue dans 
la banque ou le commerce n'est pas équitable ; on retient, en 
effet, l'intérêt de la somme portée sur le billet (ou de sa valeur 
nominale), et on ne paye néanmoins qu'une partie de cette 
somme. 

LXVI. Un banquier qui a un compte courant avec un négo- 
ciant a reçu pour lui: !• 4528' te 16 février 1847 ; 2*» 3256',75 
le 13 mars; 3''1520' le 1*' avril; déplus, il lui redevait, au 31 dé- 
cembre 1846, 2321', 15. D'un autre côté, il a payé pour lui 2500' 
te Ik janvier, et 5000' te 3 m^i. On propose de régler le compte 
au ^Ojuin 1847, sachant d^ ailleurs que le banquier s'est réservé 
une commission de ^ pour 100 sur les sommes qu'il a encaissées, et 
que le taux de IHntérét est de 5 pour 100. 

On pourrait évidemment résoudre la question en calculant 
d'une part ce que le banquier doit au négociant, tant pour les 
sommes qu'il en a reçues que pour leurs intérêts, et d'une 
autre part ce qui lui est dû, tant pour les payements qu'il a 
faits que pour leurs intérêts et pour son droit de commission. 
Mais on a trouvé un moyen très-ingénieux d'établir un compte 
courant, et qui permet de le régler, presque sans calculi, le 
jour qu'on le désire. 

Il est clair que, sile banquier quiareçu4528'le 16 févricrl847 
en paye l'intérêt depuis le 3 1 décembre 1 846 jusqu'au jour où l'on 
règle le compt^;, le négociant lui devra l'intérêt de cette somme 
depuis le 31 décembre jusqu'au 16 février, c'est-à-dire pour 



kl jours. On portera done le premier de ces iotérèls au doft dtt 
banquier, et le second à son avaùr. 

Or, puisque 100' rapportent 5' en 360 jours; Tintérèt d'un 
franc pour un jour est 7^ =:^ ^^^ et par consiéquent le capital 
4528' rapportera en 47 jours ^iîûi;^^fi:4ic=s4K?f|i2. Ainsi, pouf 
avoir Vintértl d'un capital à 5 pour 100 par an^ il fmtt fmdtiplier 
le centième de ce capital par le nombre des jours pendant lesquels 
U a été placée el diviser Is produit (les banquiers rappellent le 
nombre) par 72, de sorte que la somme des intéréts%^oduits par 
différents capitaux est égale à uUe des nombres correspondasiis 
ddvisée par 12* * 

D*après cela, le jour même où une somme entre dans sa 
caisse ou en sort, le banquier porte en regard à son avoir 
ou à son Don le nûmqrb correspondant. Ainsi il écrira Yis-àrvis 
de 4528 et à son avoir le nombre 2128"**, produit de 45,28 
par 47. 

Veut-on maintenant régler le compte au 30 juin, par ex^nple : 
on se rappellera que le banquier doit l'intérêt de chacune des 
sommes qu'il a reçues depuis le 31 décembre jusqu'au 30 juin, 
c'est-à-dire pour 181 jours, et qu'il a (on lui doit) l'intérêt pour 
le même temps de chacune de celles qu'il a payées : de sorte 
qu'il faudra ainsi porter à son doit ou à son avoir Tintérêt pour 
181 jours de la différence entre la somme des capitaux qui sont 
entrés dans sa caisse et la somme de ceux qui en sont sortis^, 
différence qu'en style de banque on appelle la balance des capi- 



* Ce nombre 72» correspondant au taux de 5 pour 100, s'appelle le divi- 
seur. A chaque taux correspond un ditjiseur qui en dépend et ne dépend que 
de lui. Ainsi, les diviseurs correspondants aux taux de 3 pour 100; 4 pour 100» 

'|- pour 100, sont respectivement 120, 90, 80. En général, si Fon appelle A 
le capital, i le taux de Tintérét^ n le nombce de jours pendant lesquels ce 

capital a été placé, la valeur du nombre est N:=:rr: X «/celle du diviseur 
est D =M, et rintérôt est 1=5 ^. 



» 



^ Ce nombre est calculé à moins â^vne demi-unité: car on conçoit qu'en 
le divisant par 72, le quotient ne sera pas erroné à*Mn eea^aie. 
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uxw. Elle est ici, en faveur du négociant, de 1 1625^,00— 7500' 
=4125^90, somme quipour 181 jours produit le nombre 7468, 
que l'on porte au doit. On voit alors que la balance des nombres 
est 8112, dont le quotient par 72 fournit un intérêt de 112', 67 
que Ton écrit dans la colonne des sommes reçues, puis on 
additionne cette colonne, ce qui donne 11738',57. En ajou- 
tant ensuite aux payements faits par le banquier sa commis- 
sion, qui*, à ^ pour 100 sur une somme de. 9304S75 qu*il a 
encaissée,' produit 31S02, ou trouve pour résultat 753l',02. 
Ainsi le banquier doit 11738S57, et il a 7531',02 : donc 
le négociant est créancier de la différence, c'est-à-dire de 
4207', 55- 

-On dispose ordinairement les comptes courants comme ci- 
après : 

Dorr M. N*** son compte courant chez iV***, banquier. Avoir. 



Janv. 
Mai.. 
Juin . 



14 
30 



fr. c- 

Payé 2S00, » 

Payé 5000, » 

Balance des ca- 
pitaux 4125,90 

Commission à 1 
sur 9304,75.! 31,02 

Créancier pour 
balance . . . . ..4207,55 

' 11738,57 







\ 




14 


350 


Dec. 


31 


123 


6150 


Févr. 


16 






Mars. 


13 


181 


74€a 


Avril 


1 




13968 























fr. e. 

Créancier.... 3321, i s 

Reçu 4528, * 

Reçu 3256,75 

Reçu, i 1520, » 

Intérêt sur la 

balance des 

nombres.... 112,67 

11738,57 

Créancier à 
' 'iivean, va- 
leur M juin 
1847... 4207,55 



47 
72 
91 



2128 
2345 
1S83 



8112 



13968 



XYII. Une personne qui a besoin (Forgent propose ^ le 
20 juin 1853, à un banquier de lui escompter les effets suivants : 
l'^unbiUetde 600 francs payable le 5 septembre 1853; 2*i^n 
biUet de 850',50 payable le l*' décembre 1853; a^» un bUlet 
de 1000 francs payable le 10 janvier 1854. Le banquier prend 
Vescompte à raison de 6 pour 100 : quelle somme remettrort-it du 
porteur des biUets î 
On appliquera avantageusement à la solution de cette qucs<* 
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lion la méthode des nombres et des diviseurs. Le diviseur cor- 
respondant au taux de 6 pour 100 est 60; on disposera le cal- 
cul de la manière suivante : 

Capitaux. Datai. Jours. Kombras, 

eoo' du 20 juin au 5 sept. 77 462 

850,50 » l"déc. 164 1395 

1000 > lOjanv. 205 2050* 



2450,50 3907 

65,12 

2385,38 (à payer) ; ^ = 65', 12 (escompte). 

On a compté les jours pour chaque effet, et formé les nombres 
correspondants; puis on a divisé la somme des nombres par 
le diviseur correspondant au taux donné. On a ainsi obtena 
Yescompfe que le banquier retient sur le montant de la valeur 
nominale des billets. 

LXYIII. Une propriété en vignes est à vendre : 

La première année, elle a produit 84 hectolitres de vin qui s'est 
vendu à raison de 30' rhectolitre^ et les frais de toute espèce se sont 
élevés à 212'. 

La deuxième année^ on a récolté 79 hectolitres qui se sont vendus 
à raison de 35', et les déboursés ont étédelSl'. 

La troisième année^ le produit a été de 103 hectolitres qui ont été 
vendus à raison de 32', et on a dépensé 236'. 

La quatrième année^ la récolte a été de 51 hectolitres que Von a 
vendus a raison de 40', et on a dépensé 218'. 

La cinquième année, on a dépensé 254', et on a récolté 1 12 hec- 
tolitres valant 28' rhectolitre. 

Le revenu d'une pareille propriété s'estime en prenant la moyenne 
(Probl. XYII) des revenus obtenus pendant 5 années consécutives; 
on demande combien un capUcUiste, qui serait obligé de faire gérer 
ce domaine par une personne à laquelle U donnerait 5 pour 100 
du revenu brut, devrait Vacheter, pour placer son argent à 4 ^ 
t^cmr 100 par an. 



\ 
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La dépense se trouvant augmentée d'un vingtième du pro- 
duit brut, à cause des frais de gestion , on trouvera : 

Produit net pour 5 ans il ^68', 15. 

Valeur de la propriété. ...... 53 191 ',78. 

LXIX. Un manufacturier veut acheter un teirain sur lequel 
U puisse établir ses u^sines. Il a le choix entre deux propriétés 
différentes .*■ Fune lui est offerte pour 100000 francs, et Vautre 
pour 72000 francs. SHl achète celle-ci, U l'occupera tout entière; 
m s'il achète la première, il lui restera des terrains qu'il amodiera 
1500 francs. Dans les deux cas, il doit retirer de son commerce, 
qui lui produit un intérêt de 7 f'powr 100, les fonds nécessaires 
pour payer son acquisition. Laquelle des deux propriétés doit-U 
cacheter? 

Réponse : La deuxième propriété. 

LXX. Un négociant a un compte courant avec un banquier, aux 
conditions suivantes: les intérêts se règlent au taux dek^ pour 100 
par an, et le banquier prend une commission de ^ pour 100 sur 
chaque somme qu'il encaisse. Ce négociant vient de recevoir une 
somme dont il ne pourra trouver remploi que dans 18 jours; 
vaut'il mieux, pour lui, la laisser dormir dans sa caisse, ou la 
déposer chez son banquier? 

Réponse : Le négociant gacdera son argent. 

LXXL Quelle est la valeur actuelle d^im tiUet de 800 francspaya- 
ble dans 5 ans 5 mois? L'intérêt est pris à raison de 10 pour 100 
par an, et l'on a égard aux intérêts des intérêts. 

Pour se former une idée nette de ce qu*on entend par inté- 
rêts composés, il fetut concevoir qu'une personne emprunte une 
certaine somme, 200' par exemple, pour un an. Elle devra à 
l'échéance du billet cette somme plus ses intérêts, c'est-à-dire 
220'. Si donc cette personne ne peut s'acquitter alors, elle 
devra à son créancier, au bout de la seconde année, les 220< 
qu'elle lui devait à la fin de la première, plus les intérêts de 
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cette somme, c'est-à-dire 242'; et ainsi de suite d'année en 
année, jusqu'à l'acquittement de la dette, de sorte qu'à la fin de 
chaque année les intérêts s'ajoutent au capital pour produire 
eux-mêmes un intérêt. Gela posé, puisque l'intérêt est de 1 pour 
100, 1' rapporte en un an ^ d'intérêt^ et yaut par conséquent 
1^ +^ = |iî au bout d'un an, tant en principal qu'en intérêts. 
Ainsi, pour avoir la valeur -dCun capital au bout d'un an à 
10 pour 100, il faut le multiplier par -f^. Il suit de là que 1', 
au bout de 2 ans, vaudra en principal et intérêts H^ih^iHYl 

au bout de 3 (iè)*.4i = (ié)'; 

au bout de 5 (|^)* . 

Donc, si le débiteur jouit encore de cette somme pendant 5 mois, 
il devra (Problème LXIV) à cette époque (U)*-I4 - telle est 
donc la valeur d'un franc prêté à 10 pour 100 par an au bout 
de 5 ans 5 mois. Si donc on connaissait le capital inconnu, en 
multipliant (U/.fî par ce capital, on devrait trouver 800^; donc, 
en divisant cette somme par (|i)'.f$, le quotient 

800'.(|î)».M = 32'.24.(i^)»=768'.(iî)» 

résoudra le problème. On trouvera 476',87. 

En général, soient A un capital placé pendant n années à 
intérêts composés, i le taux de l'inlérét, G la valeur de ce ca- 
pital au bout de n années ; on am a la relation 



GsA 



i^+éï- 



Si le placement était fait pendant n années et une fraction 
d'année -, on aurait 

«=*('+ >5ô)"x('+i5ô-|)- 

On résoudra facilement, au moyen des logarithmes, les 
questions sur les intérêts composés. Ainsi , dans notre pro« 
blême, le logarithme de la valeur cherchée sera égal à 
log 768 -I- 5 (1 — log 1 1). 
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S ^- fiUBSTIONS DIVERSES. 

• 

LXXII. Trouver au bout de combien (f années ta popuJalîcm de 
la France sera doublée, en supposant que l'accroissement ^ qui est 
actuellement de jj^ par an^ se maintienne le mime. 

On verra facilement (Problème LXXI) que la population de 
la France sera, au bout de n années, les (Hf)* de ce qu'elle 
est actuellement, de sorte que, pour qu'elle soit doublée, il 
faudra que ce nombre soit égal à 2. Donc le logarithme de S^ 
c'est-à-dire 

0,30103 = log(fS|)'»=(285)n.log(|8|)=n. 0,00223. 

Ainsi 0,30103 étant le produit du nombre inconnu n par 0,00223, 
on aura la valeur dé n en divisant 0,30103 par 0,00223, ce qui 
donne • 1 35 ans environ. 

> 

LXXIIL Un corps qui tombe dans le vide à la surface de la 
terre parcourt 4"",9 dans la première seconde de sa chute ; le 
triple de ce nombre danç la deuxième, le quintuple dans la troi- 
sième, le septuple dans la quatrième, et ainsi de suite. Gela 
posé» on laisse tomber une pierre dans un puits de min$^ et Von 
trouve qu'elle est arrivée au fond au bout de n secondes. Quelle 
est la profondmr du puils^ en faisant abstraction de la résis- 
tance de Tair, qui est peu ^considérable si la pierre est lourde, 
M du temps que le son emploie à se transmettre? 

Les espaces pareouros pendant la première^ la deuxième, la 
. troisième.. «» seconde de la chute, forment une progression 
par différence dont la raison est le double de 4",9 ; de sorte 
que la profondeur du puits est la somme des n premiers ter^- 
mes de celte progression. Mais il est évident que cette somme 
est égale à 4">,9 multipliés par la somme des n premiers nom- 
bres impairs, c'est-à-dire par n* (Exemple du n* 271) ; de sorte 
que pour obtenir la profondeur du puits il faut multiplier le 
nombre 4",9 par le carré du nombre de secondes que la pierre a 
ms pour arriver au fond. 
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LXXI V. Quelle somme devra-t-on remettre à un agent de change 
pour acheter 800 francs de rente sur l'état en 3 pour 100, et 
500 francs de rente en 4 | pour 100, sachant : 1* que^ le jour de 
Vopirationf le cours de la rente 3 pour 100 est 76^,75^ et qu3 celui 
de la rente 4 { pour 100 est lOlSlO; 2* qu'il est dû à ïagent de 
change un courtage de \ pour 100 du prix de la rente achetée? 

Puisque la rente 3 pour 100 est à 76', 75, cela signifie que, 
pour acheter 3 francs de rente, l'agent de change devra donner 
76',75; donc, pour acheter 800' de rente 3 pour 100, il devra 
donner ifiî*i^^aûfi=: 20466', 67 (Problème LUI). De même, on 
trouvera que pour acheter 500 francs de rente 4 ^ pour 100, 
il devra donner i oi';^<o/5og ^n233',33. L'agent de change 

dressera donc son bordereau de la manière suivante : 

800' de rente 3 •/, à 76',75 20466',67 

500' de rente 4 ^ Vo ^ 101',10.. . . 11233',33 - 

31700',00 

Courtage (*/• p. V.) 39',63 



3 1739', 63 

On devra donc remettre 31739',63 à Fagent de change. 

LXXy . Combien^ pour une somme (2e 22 000 francs, pourrort-on 
faire acheter de rente 3 pour 100 au cours de 76',75? 

On commencera par observer que la somme de 22 000', re- 
mise à l'agent de change chargé de l'opération, se compose de 
la somme nette employée à l'achat de la rente, plus de ^ de 
cette somme pour courtage; donc 22 000' valent les g-g^ de 
cette somme; donc cette somme est 22000'xf^. Or, pour 
76',75 on achète 3 francs de rente; donc, pour 22 000'.|gî, on 
aura 7^ X ^^-^^^^ francs de rente, c'est-à-dire 858',85. 

On trouverait facilement qu'en achetant du 4| pour 100 au 
cours de 1 1 ', 1 0, on aurait eu, pour la même somme de 22 qoo'^ 
978 francs de rente. 

LXXVL Une personne a acheté une propriété 50000' payables 
dans dix ans et à raison de 5 pour 100 d'intérêt par an; mais 
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elle s'est réservi la faculté d^ acquitter sa dette au moyen de dix 
payements égaux effectués à la fin de chaque année. On demande 
quelle est rANNurrti, c^est-à-dire quelle est la valeur de chacun de 
ces payements. 

On voit d'abord que la dette à acquitter se compose du ca- 
pital 50 000' et de ses intérêts composés pendant dix ans , et 
qu'mnsi sa valeur est (Problème LXXI)'50O00'. (fi)". 

Gela posé , admettons que l'on paye un franc seulement au 
commencement de chacune des 10 années» et cherchons quelle 
partie de la dette on aura ainsi acquittée. En payant l' au bout 
de la première année» le débiteur anticipe ce payement de 9 an- 
nées» de sorte qu'il se prive» en faveur de son créancier, de ce 
capital et de ses intérêts composés pendant 9 ans» c'est-à-dire 
d'une somme égale à (|^)* ; donc il éteint de cette manière une 
partie de sa dette égale à (f^)*. On verra de même que les 
payements etTectués à la fin de la 2«, de la 3*...., de la 9* et de 
la 10* année diminuent la dette respectivement de (^)\ (f^y..., 
i^ et de 1' ; le débiteur aura donc acquitté une somme égale à 

(ii)*+(îé)*+(îèy+...+fé+i, 

« 

c'est-à-dire à la somme des 10 termes d'une progression géo- 
métrique croissante dont le premier terme est 1, le dernier {^)\ 
et la raison f^.En appliquant la règle du n* 276, on trouvera» 

pour cette somme, ^v^J^^ = [(îA)" — 1]. 20. Telle est donc la 

portion de la dette que le débiteur aura éteinte au moyen de 
10 annuités d'un franc ; donc , pour l'éteindre entièrement, il 
faudra que chaque annuité soit d'autant de francs que [(fi)** 
— 1].20 sera contenu de fois dans 50000^. (f^)**, c'est-à-dire 
que l'annuité soit égale à 

50000. (1^)*^ _ 2f>00.(ihy' 

Pour effectuer ce calcul, on prendra la différence des loga- 
rithines de 21 et de 20, on multipliera cette différence par 10» 
ce qui donnera le logarithme de {UY^; on cherchera le nombre 
correspondant dans les tables, et, en en retranchant l'unité, on 
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aura la râleur du dteominatem*. S sera fadle d'avoir ensuite 
le logarithme du numéraleur, déporte qu'il n'y aiira plus qu'à 
en soustraire le logarithme du déiK^iBinateur, et à eheneher le 
nombre correspondant au logarithme résultant. Qn trouvera 
ainsi que rannuitë est de 6475^28. 

LXXYII. Une compagnie offre ^ pour un capital de ICOO* fAœé 
sur la UU éFun enfant nouveau^néy 3660' pagaMes à sa vingtième 
année. Il résulte des tables dc uoRTALiTi quSy sur l ÛOOOOû <f en^ 
fanls nés la mime année j il n'en reste après 20 cens qm 502216. 
On demande quel sera le bénéfioe de la compagnie si elie asmre 
1000 enfants? 

La somme des mises est de 1 000 000', capital qui» placé à in- 
térêts composés et au taux de 5 pour 100 par an , vaudra 
2653291' au bout de 20 ans. Or, puisque sur 1000000 d'en*> 
fants nés la même année, il n'en reste que 502 216 après 20 ans, 
sur 1000 il en restera 502; donc la compagnie aura à payer, 
au bout de 20 ans, 3660' x &02 s= 1 837 320, et par conséquenl 
son bénéfice sera de 2 653 291 -^ 1 837 320= 815 971 . 

LXXYIII. Une personne âgée de soixante ans possède un capital 
qu*elle vend à fonds perdu^ moyennant une rente viagère de 7600' 
par an. On demande quelle est la valeur de ce capital^ en supposant 
^ le taux de VintérU soit de bpour 100, qu^une personne âgée de 
soixante an&ait la probabilité de vivre encore treize ans^ et en 
admettant que la rente de 7600' doit>e itre acquittée par avance au 
êoth/mène&fi^t de clidqiie année. 

Il suit de L'Siioncé de ce problème que l'acquéreur du capital 
a dû supposer qu'il aurait à faire treize/ payements de 7600' 
chacun, le premier étant eff^ctuéie jour même de la signature 
du contrat de vente, et ]e dernier au commencement de la 
treizième année. Ainsi, au commencement de la treizième an- 
née, le rentier aura joui du premier payement pendant douze 
années, du second pendant onze années, du troisième pendant 
dix années, et ainsi de suite* Si donc sa rente était de 1', et 
qu'au lieu de l'employer pour ses besoins , il l'eût placée chez 
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un banqaiér aax taux de 5 pour 100 par an, en laissant accu-^ 
muler les intérêts, il se trouverait posséder, après le treizième 
payement effectué, une somme égale à 

(ié)"+(îi>"+(îiy*+...+iè+ 1=^-^5^^ 

Telle serait donc la somme que l'acquéreur du capital aurait 
déboursée, s'il n'avait eu à payer qu'une rente de 1'. Puis donc 
que la rente est de 7600^, il aura réellement payé 

KH)*^— !]• 20.7600 = 152000, [(fi)"— 1]. 

Or cette somme doit être égale à la valeur qu'aura acquise le 
capital inconnu dans Tiiilervalle compris entre le premier et 
le dernier payement, c^est-à-dire pendant douze ans, et celte 
valeur s'obtient en multipliant ce capital par (|^)" ; donc on 
troavera le capital cherché en divisant 152 000. [(f^}"— -l] 
par (iiy\ ce qui donnera 

152000. [(|i)»-1] 

En effectuant les calculs d'après les indications données dans 
le problème LXXVI, on trouvera pour résultai 74960', 50. Telle 
est dope la valeur du capital demandé. 

LXXIX. Insérer quatre moyens proportionnels entre 15 et 20. 

On obtiendra la raison de la progression demandée en ex- 
trayant là racine cinquième de fj (274), ralcul que nous effec- 
tuerons par logarithmes delà manière raivante (284) : 

log 20= 1,30103 
log 15= 1,17609 

0,12494 
ÏO?i/ir= 0,02499 

Donc, en ajoutant ce logarithme au logarithme du plus petit 
nombre, on aura le logarithme du premier moyen ; en l'ajou- 
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tant à ce nouveau logarithme , on trouvera celui du second 
moyen et ainsi de suite ; donc 

log !•* moyen =1,20 108.... 1" moyen =15,888 

log 2« moyen = 1,21607. ... 2* moyen = 16,830 

log 3« moyen= 1,25106. ... 3« moyen= 17,826 

log k* moyen = 1 ,27605. ... 4« moyen = 18,882 

LXXX. Insérer une moyenne proportionnelle entre les nombres 
12 et 27 au moyen de la Règle à calcul. 

La moyenne proportionnelle cherchée n'est autre chose que 
la racine carrée du produit de 12 par 27. J*amène le 1 de la 
Réglette sous le premier nombre 12 lu sur Téchelle supérieure 
de la Règle, et, au-dessous du second nombre 27 lu sur la Ré- 
glette, je trouve sur Téchelle inférieure de la Règle le nombre 
18, qui est la moyenne proportionnelle cherchée. Ce nombre 18 
repond, en effet, sur Téchelle supérieure de la Règle, au pro- 
duit de 12 par 27 ; il est donc la racine carrée de ce produit* 
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DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE NUMÉRATIÛNv 



ET BM PARTICULIER 



DES SYSTÈMES DUODÉCIMAL ET BINAIRE. 



585/ Si l'on réfléchit aux principes sur lesquels est fondé 
notre système de numération décimale (10 et II), on recon- 
naîtra facilement qu'on aurait pu représenter tous les nombres 
en employant plus ou moins de dix chiffres. Le nombre des 
caractères dont on fait usage se nomme la base du système. 
Parmi ces différents systèmes de numération, il en est deux 
qui dnt fixé généralement l'attention des géomètres : ce sont 
les systèmes duodécimal et binaire. 

524. Le système de numération duodécimal est celui dans 
lequel on emploie douze caractères. Il faut donc en joindre 
deux nouveaux à ceux dont nous nous sommes servis jusqu'ici, 
afin de représenter les nombres dix et onze. Nous prendrons, 
pour cela, les deux lettres aei b; ainsi les douze caractères 
dont nous ferons usage seront 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, ^ 

et ils représenteront respectivement : zéro, un, deux, trois, 
quatre^ cinq, six, sept, huit, neuf, dix, onze. 

Cela posé, nous concevrons des unités de différents ordres, 
tels qu'une unité d'un ordre quelconque en vaudra douze de 
l'ordre précédent, et nous conviendrons qu'un chiffre placé à 
la gauche d'un autre représentera des unités douze fois plus 

• 18 
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grandes que celles indiquées par cet autre. Alors il sera pos- 
sible de représenter tous les nombres avec nos douze caractè-' 
res ; car, quel que soit le nombre que Ton se propose d'écrire, 
on pourra le décomposer en unités du premier, du second, du 
troisième, etc., ordre; représenter chaque collection de ces 
unités par l'un des onze chiffres significatifs, et placer ce chiffre 
au rang qui convient aux unités qu'il .doit exprimer. 

525. n suit de là que la difficulté de traduire, dans le sys- 
tème duodécimal, un nombre écrit dans le système décimal, se 
réduit à trouver combien ce nombre contient d'unités du pre- 
mier, du second, du troisième, etc., ordre duodécimal. On dira 
donc : Puisque chaque unité du second ordre en vaut douze 
du premier, il est clair qu'en divisant le nombre proposé par 
douze, le quotient exprimera le nombre total des unités du 
second ordre que contient l'expression duodécimale du nombre 
proposé, et que le reste en sera les unités simples. 

De même, en divisant le quotient obtenu par douze, le nou- 
veau quotient sera le nombre total des unités du troisième 
ordre, et le reste le nombre des unités du second ordre que 
renfermera le nombre proposé. En continuant ainsi jusqu'à ce 
qu'on arrive à un quotient moindre que douze, on obtiendra 
tous les chiffres qui doivent composer l'expression duodécimale 
demandée. 

52G. Gomme ce raisonnement est indépendant du système 
de numération dans lequel le nombre proposé est écrit, ainsi 
que de la base du nouveau système, nous en conclurons cette 
règle générale : Pour traduire un nombre d'un système dans un 
autrey divisez ce nombre par la base du nouveau système, puis ce 
quotient par cette base^ puis celui-ci encore par la nouvelle base^ et 
ainsi de suite jusqu'à ce que vous soyez parvenu à un quotient 
moindre que cette base. Alors écrivez successivement à la droite de 
ce dernier quotient le dernier reste Je pénultième, V antépénultième, 
et ainsi de suite jusqu'au premier, et vous aurez Vèxpression de* 
mandée du nombre proposé. 
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Exemple. Traduire dans le système duodécimal le nombre 
59321 écrit dans le système décimal. On exécutera les divisions 
ci«dessous : 



59321 


12 


12 


12 




113 


4943 
14 
23 
11=:^ 




52 


411 

51 

3 




.41 


34 
10=a 


12 


5 


2 



Ainsi Texpression duodécimale du nombre proposé est 2a365. 
Veut-on, au contraire, traduire dans le système décimal le 
nombre 2a3&5 écrit dans le système duodécimal; on opérera 
ainsi qu*il suit : 



2a3&5 


a 


a 


a 




43 


3524 
12 
44 
2 




Ib 


415 

95 

3 






kb 
9 


a 


1 


5 



On a écrit, tomme on le voit, la nouvelle base dix dans le 
système duodécimal, et l'on a d'abord divisé le nombre 2a3bb 
par a d*après la règle du n"* 40. Ainsi l'on a d'abord séparé les 
deux premiers chiffres à gauche, ce qui a formé le premier 
dividende partiel 2a, que Ton a divisé par le diviseur a en 
disant : En trente-quatre (car le chiffre 2 vaut deux douzaines) 
combien de fois dix? 3 fois; j'écris 3; trois fois dix, trente: de 
trente-quatre il reste 4, et j'abaisse le chiffre 3 ; ce qui donne 
le second dividende partiel 43, etc. On trouve ainsi que l'ex- 
pression décimale du nombre proposé est 59321, comme cela 
devait êtie. 



527. Dans l'arithmétique binaire, on n'emploie que deux 
caractères et 1, en convenant qu'une unité d'un ordre queN 
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conque en vaut deux de Tordre précédent, et qu'un chiffre 
écrit à la gauche d*un autre exprime des unités deux fois plus 
]grandes que celles représentées par cet autre. Eu appliquant 
au nombre décimal 89 la règle du n* S26, on trouvera facile- 
ment que son expression binaire est 101 1001. 

La longueur de l'expression des nombres est un grand dé- 
faut de la numération binaire : sans cet inconvénient, ce sys- 
tème de numération mériterait la préférence sur tous les 
autres : car il est visible que les multiplications et divisions y 
reviennent à de simples additions et soustractions. 

Le système binaire met en évidence cette propriété remar* 
quable dont jouit tout nombre entier d'itre la somme (Tun cer^ 
tain nombre de puissances de 2 répétées chacune une seule fois 
dans ce nombre. Ainsi l'expression ci-dessus du nombre 89 
montre qu'il est égal à l+2»+2*+2S 

II résulte de là qu'avec une collection de poids valant res- 
pectivement 1, 2, 2S 2'...., 2*" granjmes, on pourra peser jus- 
qu'à (2"+*— 1) grammes (276), 

328. Puisqu'on aurait pu représenter tous les nombres pos- 
sibles avec un nombre quelconque de caractères, pourquoi^ 
dira-t-on, avoir choisi le système décimal? II est très-probable 
que c'est la conformation de notre main qui a décidé le choix. 
Les systèmes de numération dans lesquels on emploierait plus 
ou moins de dix caractères auraient d'ailleurs de grands in- 
convénients : les uns en ce qu'ils exigeraient une table de mul- 
tiplication trop étendue, et les autres en ce que l'expression 
des nombres y serait trop longue. Au reste, on ne peut douter 
que si les géomètres avaient présidé au choix d'un système de 
numération, ils n'eussent préféré employer douze caractères; 
car la base eût été ainsi divisible par 2, 3, 4, 6, quatre divi- 
seurs que leur simplicité rend très-usuels. 

SIMPLIFICATION DU CALCUL DE LA RACINE CARRÉE. 

320. Lorsqu'on aura trouvé plus de la moitié des chiffres en- 
tiers de la racine carrée d'un nombre^ on obtiendra tous les aïk* 
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très en divisant le reste par le double de la racine trouvée^ et Von 
ne commettra pas ainsi une erreur d'une unité. 

Représentons par n le nombre proposé, par a la valeur de 
la partie trouvée de ta radne, et par b la partie complémen- 
taire de cette radne, de sorte que 

n=(a+fc)*=srf+2a, b+b\ 

Gela posé, désignons par q le quotient et par r le reste de la 
division de n^-^a^ par 2a ; on aura 

€f, en vertu du principe du n® 2.47, 

suivant que g est < ou >ft. 

Or, si b renferme m chiffres entiers, son carré 6* en renferme 
2m au plus, car 6'<10*"; mais la valeur de a est exprimée 
par un nombre de (2m-f- 1) chiffres au moins, puisqu'on sup- 
pose que Ton a trouvé plus de la moitié des chiffres entiers de 

h* r 

la racine; donc — est moindre qu'une unité. D'ailleurs r-<l ; 

a 2a 

«. 51 y f 

donc— 7 — <l, et^ <|; et comme &— g ou q—b est 

2(1 a 

Terreur que Ton commet en prenant a-f-9 ^aiicu dea-)-&, 

selon que 9<b ou >fr, on voit que cette erreur est moindre 

qu'une unité si la racine est obtenue par défaut^ et moindre 

qu'une demi-unité si on l'a par excès. 

Or, si la racine est exacte, b est un nombre entier, donc 6=g, 
et partant r= 6*= g*; si g<16, il faudra que r soit>6* et à 
fortiori >9*; mais si 9>&, il faudra au contraire que r soit 
<16* et à fortiori <g* ; donc : 

La racine sera exacte^ ou approchée par défaut et à moins d'une 
unité f ou approchée par excès et à m^ins d'une demi-^nité^ lorsque 
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le retU de la division sera égal au carré du quotient de cette divi^ 
siony ouplu^s grand que ce carri^ ou plus petit. 

U est bon de remarquer que si le premier chiffre à gauche de 
la racine n'est pas moindre que 5, il suffira de calculer direc- 
tement la moitié des chiffres entiers de la racine, etl'on pourra 
obtenir tous les autres par la division, cari)' sera alors <2a. 

Exemple : Extraire la racine carrée de 6784539647895234&. 
La racine devant contenir neuf chifinres, on calculera d'abord 
les cinq premiers d'après la méthode ordinaire, et Ton trouvera 
pour la valeur de cette première partie de la racine 26047000Q 
et pour reste correspondant 775578952345, qu'il faudra ainsi 
diviser par 520940000, ce qui revient à diviser 77557895,2345 
par 52094 ; le quotient est 1488, et le reste 420232345, quan* 
tité plus grande que le carré de 1488, car ce carré contiendra 
au plus huit chiffres (3tt) : donc la racine demandée est 
260471488, valeur approchée par défaut à moins d'une unité» 

SUR LA LIMITE DU NOMBRE DES DIVISIONS A FAIRE POUR 
TROUVER LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX 
NOMBRES. 

550. Si l'on divise deux nombres par leur plus grand com- 
mun diviseur d, et que l'on cherche le plus grand commun di- 
viseur des deux quotients ainsi obtenus, les restes que l'on 
trouvera dans cette seconde série d*opérations seront respec- 
tivement égaux à ceux de la première divisés par d (80) ; donc> 
dans la recherche d'une limite du nombre des divisions à 
effectuer pour trouver le plus grand commun diviseur de deux 
nombres, on peut supposer que ce plus grand commun divi- 
seur soit l'unité. 

Gela posé, soient D, E, F, 6,... plusieurs diviseurs consécu- 
tifs, et admettons que, conformément à la simplification que 
nous avons indiquée au n* 02, chacun de ces nombres soit in- 
férieur à la moitié du précédent. Si la division de E par F a été 
faite par défaut, on a 

E=ou>2P-|-G: 
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et, si elle a été faite par excès» 

E=ou>3P— G. 

Or, F étant plus grand que le double de G, on voit que 3F — G, 
qui est égal à 2F 4-F— G, est plus grand que 2P+ G, et qu'en 
conséquence, quel que soit le mode de division que l'on ait 
employé, on aura toujours 

E=ou>2F+G; donc K>5G, 

puisque F>2G; par suite, .D>10G, 

car D>>2E. Ainsi, en comptant les restes dans l'ordre où ils se 
succèdent à partir du dernier, on pourra dire qu'ion reste quel" 
conque est plus grand que 10 fois celui qui vient trois rangs 
avant ce reste; or le dernier reste est 1, comme nous l'avons 
supposé; donc 

le reste qui occupe le (3+ 1)'*"* rang surpasse 10 ; 

par suite, 

le resle qui occupe le (3+1+3) = (3.2+1)'*"* rang surpasse 10' ; 

(3.2+l+3)=(3.3+iy*'»« rang surpasselO» ; 

• .,..•... (3.3+l+3)=(3.4+iy*«'« rang surpasse 10*; 

et, en général, le reste du rang (3n+ 1) surpasse 10*. 

Mais (3n+l) est précisément le nombre des divisions que 
l'on a effectuées, si Ton prend ce reste pour premier diviseur ; 
d'ailleurs 10*^ contient n + 1 chiffres; donc, pour que l'on 
effectue plus de 3n divisions, il faut que le plus petit nombre 
contienne plus de-n chiffres, ou autrement, le nombre des dû 
visions ne peut excéder le triple du nombre des chiffres du plus 
petU nombre. 

Cette démonstration est extraite d'un article très-intéressant 
que H. Lionnet a inséré dans le quatrième volume des Nouvelles 
Annales de mathémaiiques. 
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531. Les puissances successives d^un nombre plus grand que 
VunUé sont de plus en plus grandes, et croissent indéfiniment. 

Il suit de la définition même de la multiplication que, si le 
multiplicateur surpasse l'unité, le produit est plus grand que 
le multiplicande : donc, les puissances successives éCune quantité 
plus grande que V unité sont de plus en pliu grandes. 

Maintenant, représentons par a une quantité plus grande que 
Vuniié, et appelons b l'excès de a sur l'unité, de sorte que 

a—l=b [1]. 

Nous aurons évidemment a.{a — 1)>5, c'est-à-dire 

à^—a>b [%]; 

car, pour répéter (a— 1) fois a, il suffit de le répéter a fois, et 
de retrancher a du produit "^^ A plus forte raison aurons-nous 

û«-a*>& [3], 

a*— o»>6 [4], 

a"— a*~*>6 [m]. 

Or, il est clair que la somme des premiers membres des m 
remuons [l], [2], [3]...., [m] est plus grande que celle des 
seconds ; mais celle-ci est m fois b ou b.m, et l'autre se réduit 

à a" — 1 : car c'hacune des puissances a, a*, a\ a**"* est 

alternativement additive et soustractive ; donc 

tf" — l>5.tn. 

Si donc on veut que a* soit plus grand qu'une quantité quel- 
conque c, il n'y aura qu'à donner à m une valeur telle que 
Ton ait 

6.tn>c — l; 

car à plus forte raison aura-t-on a*— 1 >(?—!, et par consé- 



* Si a est un nombre fractionnaire^ on imitera le raisonnement- fait dans 
la note du n* 290. 
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qaent or>c. Or, si Ton divise les deux membres de celte iné- 
galité par h^ rinégalité subsistera toujours dans le même sens : 
donc on aura 

Ainsi Ton pourra toujours assigner à m une valeur qui rende 
la vri^"^ puissance d'une quantité plus grande que l'unilé supé- 
rieure à toute grandeur donnée : donc , les puissances succes- 
sives de cette quantité augmmterU indéfiniment ^ ou ont Vinfini 

pour LIMITE. 

«532. Les puissances successives d'une quantité moindre que 
Vunîté sont de plus en plus petites^ et ont zéro pour libute. 

Il suit de la définition de la multiplication que, lorsque le 
multiplicateur est moindre que l'unité, le produit est plus petit 
que le multiplicande : donc, les puissances successives (Tune 
quanHté m^oindre que Vunité sonz de plus en plus petites. 

Soit maintenant a une quantité moindre que Tunité : je 
désigne par a' le quotient de la division de 1 par a, de sorte 
que a,a' = l; or, pour élever un produit à une certaine puis» 
sance^ il suffit d*y élever ses facteurs (la démonstration est la 
même que celle donnée dans la note d u n* 202) ; donc a* . a'*= l ; 

et par conséquent, d'après la définition de la division, a* =-7^. 

a 

Si donc on veut que a* soit moindre qu'une quantité quelcon- 
que - plus petite que l'unité, il faudra que l'on ait -^<-, et 
c a c 

partant a'">c, inégalité à laquelle on pourra toujours satis- 
faire, comme nous l'avons vu tout à l'heure, puisque a'> 1. 
Donc, les puissances successives d^une quantité moindre que Vunilé 
ont zéro pour limite. 

333. Le théorème que nous venons de démontrer prouve 
que, comme nous l'avons avancé au n" 27tt, le dernier terme 
d^une progression géométrique décroissante est d'autant plus petit 
quHl est plus éloigné du premier^ et a zéro pour limite^ lorsque la 
progression se prolonge indéfiniment : car, si l'on représente par 



1 
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n le nombre des termes de cette progression» on a (275) 
|=a.f*-*, et comme le facteur r*-* décroît indéfiniment, sin 
augmente jusqu'à l'infini, on voit que le produit a.r**^ décroît 
aussi jusqu'à devenir nul. 

354. Nous avons dit (286) que H entre deux nombres quel- 
cimques on imère un nombre infini de moyens proportionnels^ 
la suite de ces moyens présentera toutes les nuances de la grandeur 
comprise entre ces deux nombres. Soient, en effet, (m — 1) le 
nombre des moyens proportionnels que l'on veut insérer entre 
les deux nombres proposés, et q le quotient obtenu en divisant le 
plus grand par le plus petit; la raison de la progression formée 

par ces moyens sera ^q; de sorte que si a représente un de 

ces moyens, le suivant sera représenté par a. ^q Or je dis 
qu'on peut assigner à m une valeur «assez grande pour rendre 

la difTérence (a.v^ — a) plus petite que toute quantité don- 
née $• En efiiet, pour qu'il en soit ainsi, il suffira que '^q-^l <-9 

ou bien que 75<1H — > ^" ^^^^ encore que g<(l4""") • 

Or nous avons vu (551) que les puissances d'un nombre plus 
grand que l'unité convergent vers l'infini en même temps que 
les exposants de ces puissances : donc on pourrd toujours don- 
ner à m une valeur assez grande pour que ( 1 -| — j >g, ou 

pour que a."/^— »<^» Donc, en insérant un nombre de 
moyens suffisamment grand entre deux nombres quelconques, 
on pourra faire que ces moyens croissent par degrés moindres 
que toute grandeur donnée. D'où l'on devra conclure qu'ib 
crcitront dCune manière continue^ lorsque leur nombre sera infini^ 
sans quoi Ton passerait brusquement d'un moyen à un autre 
qui en différerait d'une quantité finie, ce qui est absurde, 
puisque la difl'érence de deux moyens consécutifs peut être 
rendue moindre que toute quantité assignable. 

555. Nous venons de voir que l'on pouvait concevoir une 
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progression géométrique commençant par Tunité, qui renfer- 
mât tous les nombres possibles : soient n et n' deux nombres 
quelconques, (p+0 ^^ (p'4- 1) les rangs qu'ils occupent dans 
cette progression; si Ton appelle r«t r* les raisons de deux pro- 
gressions arithmétiques dont le premier terme est zéro et qui 
correspondent à notre progression géométrique, on aura évi- 
demment 

L.«=pr, L.n'=pV, 

et L'.n=pr', L'.n'=p'rV 

en désignant parles caractéristiques L. et V. les logarithmes du 
premier et du second système. Il suit immédiatement de là que 

Ainsi, les logarithmes d'un même nombre, dans deux systèmes 
différents y ont entre eux un rapport constant. Or, si n' désigne 
la base du second système (note du iv 286), L'.n' sera Tunilé, 
et Ton tirera par conséquent de Tégalité précédente 

L',n=r-— rXL.n. 
L.n 

Ainsi, pour former une table de logarithmes, dans le système 
dont la base est un nombre donné n', il suffira de multiplier les 
logarithmes renfermés dans la table déjà calculée, par une frac- 
tion dont le numérateur est F unité, et dont le dénominateur est le 
logarithme de cette base, pris dans l'ancien système. Cette fraction 
se nomme le module. 

THÉORIE DES APPROXIMATIONS; ERREURS ABSOLUES 

ET RELATIVES. 

836 Les quantités qui entrent dans un calcul sont souvent 
incommensurables ou ne sont connues qu'approximativement; 
il s'ensuit que le résultat de ce calcul n'est lui-môme qu'ap- 
proché, et diffère plus ou moins du résultat exact que l'on 
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aurait obtenu en opérant sur les valeurs exactes des quantités 
données. 

L'erreur commise sur une quantité peut être appréciée de 
deux manières : ou en elle*mème et d'une manière absolue, 
ou bien comme une partie de la quantité sur laquelle elle a 
été commise. Dans le 1" cas, l'erreur est dite absolue; ainsi, 
en mesurant une longueur, on a trouvé qu'elle était égale 
à 1250",73 : si l'on prend seulement pour cette longueur 
1250",70, on commettra une erreur absolue de 3 centimètres. 
Dans le 2* cas, l'erreur est dite relative; ainsi, dans le même 
exemple, on a négligé 3 centimètres, c'est-à-dire 3 fois la 
125073* partie de la valeur exacte; on a commis une erreur 
relative des j^gn ^® ^^^^^ valeur. Ainsi nous appellerons 
ERREUR ABSOLUE la différence entre la valeur exacte d*une quan^ 
titi et la vale/ur approchée qu'on lui substitue. Nous appellerons 
ERREUR RELATIVE U rapport de terreur absolue à la valeur exacte 
de la quantité considérée. 

537. Soit A un nombre quelconque^ entier ou décimal, corn- 
posé de m -^n chiffres; soit A! la valeur approchée de cenombre^ 
obtenue en remplaçant par des zéros les n chiffres à droite du 
m"»* chiffre significatif {dernier chiffre conservé à partir de la 

gauche) : Verreur relative — j — commise sur la valeur appro^ 

chée A' sera moindre que ,._ . . 

En effet, le numérateur A— A', ou Terreur absolue, est un 
nombre de n chiffres nécessairement plus petit que l'unité 
suivie de n zéros, ou que I unité de l'ordre du m"»* chiffre du 
nombre A ; le dénominateur A est un nombre de m-f n chif* 
fres, plus grand que l'unité suivie de m+n— 1 zéros, ou 
que lO*-* unités de l'ordre du m»* chiffre du nombre A; donc 

la fraction - ^ , c'est-à-dire l'erreur relative, est plus pe- 

«te que y^. 
Ainsi, soit A =1584372 169; je prends pour valeur appro- 
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chée A' = 1684372000; on a m=7, n==3; Terreur relative 

A — A' _ 1584372169— 1584372000 _ 169 » 

®*^ A "^ 1584372169 ~" 1584372169' 

Soit encore A= 1584,37216975; je prends pour valeur ap- 
prochée A' = 1584,37216; on am=9, n=3; l'erreur rela- 
. 1584,37216975—1584,37216 0,00000975 

1584,37216975 ^ 1584,37216975 "" 

158437216975* ^ ^^^^ ®^^ < ÏÔ^* 

358. Si Verreur relative commise sur un nombre cherché est 
moindre que-r^ Verreur absolue sera moindre qu*une unité de 

r ordre de son m"' chiffre à partir de la gauche. 

X A' 1 

Supposons, en effet, que Terreur relative — r — soit <77^; 

A 

on en déduit, pour la valeur de Terreur absolue, A — A' •<TJ^l;;• 

Or A est plu>s petit que 10" unités de Tordre de son m"* chiffre ; 

A 

donc r^ et, à /brfiort. Terreur absolue est moindre qu'une 

unité de cet ordre. 
Il ne suffirait pas que Terreui relative fût moindre que ^ 

pour en conclure que Terreur absolue sera moindre qu'une 

A' 1 

unité de Tordre du m"- chiffre. En effet, soit — j-îl<-_.^; 

on en déduit, pour Terreur absolue, A — A' < yôîti» ^^*s 

comme A est plus grand que 10*-* unités de Tordre de son 
m"^ chiffre, on ne peut pas en conclure que Terreur absolue 
soit moindre qu'une unité de cet ordre. 

559. Nous allons nous proposer de déterminer avec quel 
' degré d'approximation il faut évaluer les quantités incommen- 
surables qui entrent dans un calcul^ pour que Terreur absolue 
commise sur le résultat de ce calcul soit moindre qu'une gran- 
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deur donnée r. Pour traiter cette question dans toute sa géné- 

ra]ité% nous allons examiner successivement les six cas qui 
pourront se présenter, et nous conviendrons de représenter 
par e l'erreur absolue commune dont les quantités proposées 
devront être affectées pour que le résultat final ne soit pas 

fautif de r. 

Nous donnerons dans les notes correspondantes à chaque cas 
la valeur de l'erreur relative du résultat en fonction des erreurs 
relatives des données. 

MO. Addition. L'erreur absolue totale ne peut pas évidem- 
meiit surpasser la somme des erreurs absolues partielles 
commises sur chacune des quantités à additionner; si donc la 
somme de m quantités incommensurables doit être erronée 

d'une grandeur moindre que r, il suffira que chacune d'elles ne 



le soit pas de — r 



*• 



4% 



Une partie de cette théorie exige des notions d'algèbre. 
Verreur relative d*une somme est moindre que la somme des erreurs 
absolues partielles divisée par la somme des valeurs approchées des quantités 
considérées^ ces valeurs étant prises par défaut. Elle est comprise entre la plus 
grande et la plus petite des erreurs relatives partielles; ainsi, soient A, B, C 
les valeurs exactes ; e, ef, ef* les erreurs absolues partielles: Terreur relative 
de la somme et les erreurs relatires partielles sont 

e 4- g^ + g^ e ef e^ 
A + Ii + G' V B* G* 

on aura «=7 A, 

A 

«3'=|'b, d'où c^<^B, 
•"=^0, d'où «'<^C; 
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541. Soustraction. Si les deux nombres étaient erronés 

dans le même sens, les erreurs se compenseraient en partie 

par la soustraction^ de soi^te qu'il suffirait que chaque nom- 

1 • 
bre fût exact à moins de r pour qu'il en fût de même du 

reste. 

Mais si les deux nombres sont erronés en sens contraire, les 

erreurs s'ajouteront, et par conséquent il faudra calculer cha- 

1* 
cun d'eux à moius de ^ • 

• 

842. Multiplication. 1* Si un seul des facteurs est incùm-- 
mensurable^ il faudra que l'erreur commise sur ce facteur, 
multipliée par le produit P de tous les autres, soit plus petite 

que T ; donc ce facteur doit être exact à moins de pr. 

Exemple I. Supposons que Von demande le plus grand nom- 
bre entier contenu dans le produit du nombre incommensurable 
«==3,141592653.... par 17. Il semble qu'on pourrait résou- 
dre cette question en faisant en sorte que l'erreur commise 
sur w fût plus petite que -j^; et comme -^ est > 0,05, on pren- 
drait 3, 1 pour valeur de w, car la partie négligée serait ainsi 
moindre que 0,05, et à plus forte raison que -ff. Le produit 
3,1X17 = 52,7 est donc inférieur à 17^ de moins d'une 
unité. Or, on conçoit que si Ton prend 52 pour valeur de 17^, 



d*où l'on tire^ en additionnanti 

e+a'+e'<*-{A+B+C), ou '^^c<l' 

6 "^ fi' I ^ g* 

On prouvera de même que a 4-B-4-C ^C* 

* V erreur relative d'une différence est moindre que la somme des erreurs 
absolues partielles des deux nombres à soustraire Vun de Vautre, divisée par 
la différence des valeurs approchées de ces quantités. On suppose le plus 
grand nombre approché par défaut^ et le plus petit par excès : Terreur est 

ïtlB (A-e)-(B + er 
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l'erreur dont 52,7 est affecté, étant ainsi augmentée de 0,7, 
pourra très-bien surpasser une unité, et que par conséquent 
on n*est pas sûr que 52 soit le plus grand nombre entier con- 
tenu dans 17ir. M. Gvilmin^ a* donné la règle suivante pour 
lever celte difficulté* : 

Si vous voulez le plus grand nombre entier contenu dans le pro^ 
duit du nombre commensurable m par le nombre incommen- 
surable a, au Heu de prendre la valeur desi à moins de ^ près^ 
calculez- la à moins de y^9 de sorte que le produit corres- 
pondant ne sera pas trop faible de 0,1 \ si alors le premier chiffre 
décimal de ce produit est moindre que 9, sa partie entière répon* 
dra à la question, car elle ne sera pas inférieure d'une unité 
à m,a. 

Mais si le premier chiffre décimal est un 9, vous prendrez une 
valeur de a exacte à moins de -jô^^ de sorte que le produit corres* 
pondant ne sera pas trop faible de 0,01; alors si la partie déci" 
mole de ce produit est moindre que 0,99, sa partie entière répondra 
à la question, car elle ne sera pas inférieure d'une unité à m.a^ 
et ainsi de suite. 

En conséquence, nous allons calculer tc à moins de xhi Pi'és, 
et comme celle fraction est > 0,005, nous prendrons 3,14 pour 
valeur de «; le produit 3,14.17= 53,38 sera donc inférieur à 
17ir de moins de 0,1 ; ainsi 53 est le plus grand nombre entier 
contenu dans I7ir. 

Si Ton remarque qu'en ajoutant 0,1 à 53,38 on obtiendra un 
nombre > 17w et <53,5, on en conclura que 53 est la valeur 
de 177C à moins d'une demi-unité près. 

Exemple II. Calculer le produit de tc par 4,729 à moins de 
^ millième. Nous allons, conformément à ce qui précède, 
chercher quelle valeur on^doit donner à irpour que le produit ne 
soit pas fautif d'un dix-millième. 11 faudra, pour cela, que cette 
valeur ne soit pas en erreur de î;^YîrWoô=T7i^> 0,00002; 
ainsien prenant pour la valeur de ir,3, 141 6, quantité quin'est pas 
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trop grande de 0,00001, le produit 3,1415 X 4,7£9 =±= 14,8566264 
ne sera pas trop grand d'un dix-millième. Donc, si on le dimi- 
nue de 0,0001, le nombre résultant 14,8565264 sera plus petit 
que le véritable produit ; ce véritable produit surpasse donc 
14,856 de plus de 5 dix-millièmes ; il est d'ailleurs inférieur à 
149857 ; donc sa valeur est 14,857, à moins de { millième. 

ExEBiPLE III. Veut-on le produit de 7^ par ^^2 à moins d'un 
demi-dixième près (ou^) ; on observera qu'en vertu du principe 
du n« 202, 7 f . v/2 = v^(7f)».2, ce qui nous ramène à la règle 
donnée au même numéro. On formera donc d'abord le cube 
de 7 f , ce qui donnera 4fF> on multipliera ce cube par 2, puis 
le résultat par 2(f; on extraira la racine cubique du produit 
7023616, et Ton trouvera 191 : ainsi la racine demandée tombe 
entre A|y-=9,55 et ^=9,60; sa valeur est donc 9,6, à moins 
d'un demi-dixième *. 

545. 2'' Soit un produit de m facteurs incommensurables. 
J'appelleA', BVG',....,K'les valeurs approchées, mais inconnues 
de ces facteurs, et e l'erreur que l'on doit commettre sur cha- 
cun d'eux. En prenant le produit A'.B'.G'....R' au lieu du vé- 
ritable, on commettra une erreur c qui aura pour expression 

e=:(A'+e)(B' + e)(G'+e)....(K'+e)— A'.B'.C'....K'; 

or, si l'on développe le second membre de cette équation dia- 
prés la règle donnée dans l'algèbre, il viendra 

* L'erreur relative d'un produit dans lequel un setd (tuteur est incom- 
mensurable est égale à Verreur relative de ce facteur. Soient A' la râleur ap- 
prochée du facteur incommeasurable, e Terreur absolue commise sur ce fac- 
teur; sa valeur exacte sera A = A.'+e; donc, en appelant P le produit de tous 
les autres facteurs exacts, on aura 



Terreur relative sera donc 



AP=A'P+eP, 
AP— A'P=cP; 



AP---AT _eP c (e„eur relative du facteur AQ. 
Al' AP A 

19 



i 



k- 



i 
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en désignant en général par S n la somme des produits diffé- 
rents n à n que Ton peut faire avec les m facteurs k\Wfi'f.... 
K' ; ou bien, en mettant e en facteur commun, 

Or, siTon représente par9(e)leproduit(A'+e)(B'+e)(C'+e).-. 
(K' + e), ona 

ç(e)=r+S'te"^* + - + S'.^2e* + S'«^6+Si»; 
donc 

9'(6)=tne— *+(m— l)S'4e"-*+...+2S'«-,e+S'«-j. 

Mais il est évident que le second membre de cette équation 
surpasse la quantité qui est comprise entre parenthèses dans le 
deuxième membre de Téquation [a] ; donc 

8<e.9'(e). 

Or, <p' (e) est la somme des produits (m— 1) à (m— 1) des fac- 
teurs proposés ; donc, si Ton appelle S".^ la somme des pro- 
duits (m — 1) à (m — 1) de m facteurs quelconques, mais tous 
plus grands que ceux-là, Terreur c sera à fortiori plus petite 

que cS*'«»-i ; donc, pour que t soit < -g, il suffira que Ton ait 

6S'«^<i, tfoù e<^—^ [1> 

Exemple. Veut-on, à moins de 0,1, le produit de w par log 2 
et par ^5 ; on observera que «< 3,2, log 2< 1, \/ï<9;, et 
qu'ainsi 8*'.^^= 3,2.1 +3,2.2+ 1.2 = 3,2 + 6,4+ 2= 11,6 ; 
on devra donc prendre (542) 

e<Th; or Tiïï<M08; 

ainsi il suffira de calculer chaque facteur à moins d'un demi- 
centième près. On trouvera de cette manière 3,14.0,30.1,71 



r 



* Verreur relative d'un produit de pluneun facteurs inc(mmeniwrable& 
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544. Puissances. Soit A*^ un nombre quelconque supérieur 
au facteur que Ton veut élever à la puissance m; il faudra que 
la valeur de ce facteur soit exacte à moins de 

carS%-i = mA**^*. 

Si Ton veut traiter cette question directement, on dira : soit 
A' la valeur approchée par défaut du nombre proposé ; en 
prenant A'" au lieu de (A' + e)~, on commettra une erreur e 
qui aura pour expression 

8===(A'+e)~— A'«=e«+mA'e«-» +ïï^^^^^ A'*e«-» 
ou, ce qui revient au même. 

Mais on a évidemment 

w (A' + e)*^* = me*^* + m (m — 1) A 'e*"-* 

+ "'^"*- y^^^- ') A"e"-»+....+mA"-«; 

donc l'erreur e est moindre que m(A' + e)"^*e et à fortiori 
moindre que mA""^*e, si A" > A' + e ; donc encore 

1 * 



mk 



vm-i;j' 



est plus petite que la somme des erreurs relatives de chaque facteur. Considé- 
rons d'abord deux facteurs, A et B ; soient e, e' leurs erreurs absolues. 
L'erreur absolue du produit sera 

j^B— (A— 6) (B— cO=^^+Be— ce'; À 

l'erreur relative du produit sera dcmc 

Ae^-i-Bg— eg' _e' . e eef e' e ^ 

AB ""b"^! AB b"*"!' 

ce qu'il fallait démontrer. On en déduit fiwîileinent le cas d'un>ombre quel- 
conque de facteurs. 

* L'erreur relative de la m"* puissance d^un nombre est moindre que m fois 
Verreur relative de ce nombre. 




i 
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545. Division. 1® Le diviseur est exact et le dividende est inconir 
mensurable. Soient A et B le dividende et le diviseur» et A — e 
la valeur approchée, par défaut, du dividende; le quotient 

appro(;hé sera représenté par p , et, le véritable Tétant par 
iT, l'erreur commise sera ^ : donc 

«<^* [3]. 

2* Le diviseur est incommensurable ^ mais le dividende est 
exact. Supposons que Ton prenne le diviseur par excès 
et représentons-le par (B-f-^)f le véritable étant désigné 
par B. L'erreur commise sur le quotient aura pour expres- 
sion 

A A __ Ae 

B B + 6""B(B+«)* 

de sorte qu*on devra avoir 

Ae ^1 



B(B + e)^«' 

d'où l'on tire SAe<B*+B6, puis (SA— B)6<BS et enfin 

^ B» 

Désignons par B' un nombre quelconque < B ; B" sera <B% 
et 8A — B' sera au contraire > 5A — B ; par conséquent, la 



* V erreur relaa've du quottenl, longue U dividende seul est incommen- 
surable, est égaie à V erreur rdalive du dividende. En .effet, Terreur abso- 
lue du quotient est ^^ le quotient exact est ^ ; l'erreur relative est donc 

ê EL e 

-:- = -, c'est-à-dire égale à Terreur relative du dividende. 

D B A 
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fraction g. ^, sera < jrHR» ^^ ^^^^ qu*on devra prendre 

B'' B'' 

^'^JTUff t^]» ^" P'^^ simplement «<gj [5], 

car il esl évident que jr < ^. ^^.^ . 

3® le dividende et le diviseur sont incommensurables. Je suppose 
(jue Ton prenne le dividende par défaut et le diviseur par excès ; 

ainsi, le Yëritable quotient étant I?, le quotient approciié sera 
p"7 9 de sorlequeTerreur commise sera 

U-p6 

A A— e_ (A-fB)6 

ff B+e"*"B(B+e)' 
on posera donc 

i^+^<l d'où - «' 



Soient B' un nombre quelconque < B, B"' au contraire un 
nombre >B, et A* un nombre >A ; on aura évidemment B''<B», 
8(A''+B'0 — B'>8(A+B)— B, de sorte que la fraction 

B" B' 

B{A'+ ffO —^' ^^^^ ^^^^^^^ q^^ 8(A-f Bj— B ' P^^ conséquent 
la limite de l'erreur qu'on devra commettre sur le dividende 
et sur le diviseur sera donnée par la formule 

B» 

^^SCA'^+B")— B' ^^'* 



* L'erreur relative du quotient, lorsque le diviseur seul est ineommen' 
suràbUf est moindre que Verreur relative du diviseur. Nous TéDons de voir, 
ea effet, que Terreur absolue commise sur le quotient avait pour valeur 

dans ce cas _ .p . > ; or le quotient exact est - ; Terreur relative est donc 
B (B + e} o 

. ^ - • b~bT"' quantité plus petite que =, c'est-À-dire que l'erreur: e- 

lative du diviseur. 
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OU plus simplement par 

546. Dans la plupart des applications, le quotient que l'on 
substitue au véritable doit être évalué en décimales ; mais alors 
si Ton néglige dans ce quotient les chiffres qui sont d'un ordre 
inférieur à celui dont est l'unité décimale qu'on a prise pour 
limite de l'approximation, il pourra se faire que cette erreur, 
ajoutée à celle dont ce quotient est déjà affecté, soit plus grande 
que celle que l'on veut commettre. On évitera cet Inconvénient 
en appliquant encore ici la règle que nous avons donnée à la 
page 288 pour la multiplication, c'est-à-dire que l'on prendra 
pour e une valeur 10, ou 100, ou 1000 fois plus petite que celle 
donnée par les formules que nous venons d'établir. 

Exemple. Calculer à moins d'un demi-centième près la va- 
leur de la fraction ^^^, dans laquelle w représente le nombre 

3,1415926535.... Pour appliquer ici la formule [7], nous pose- 
rons a=2000, B'=4, 1, B"=4,2, et A"=2,2, ce qui donnera 
c<5ïïoffc4=^4tFî or cette fraction étant plus grande qu'un 
millième, nous devons prendre la valeur de w à moins de 0,001, 
ce qui nous conduit à diviser 2,141 par 4,142, car nous 
sommes convenus de prendre le dividende par défaut et le divi- 
seur par excès (348, 3°). Le quotient est 0,516.... Gomme son 
troisième chiffre décimal surpasse 4, il est évident qu'il est 
* plus près de 0,52 que de 0,51, de sorte que 0,52 est la réponse 
à la question. 



* Verreur relative du quotient y lorsque le dividende et le diviseur sont 
incommensurables j est plus petite que la somme des erreurs rekUiyes du divi- 
dende et du diviseur. Soient, en eflfet, A— e le dividende approché par dé- 
faut, B + c' le diviseur approché par excès; Terreur absolue du quotient est 

B B + e' B(B+e')' B(B+e') B A(B+c') 

As'+Be c' e 
quantité moindre que — Tb"^^ fi"*" I » c'est-à-dire moindre que la somme 

des erreurs relatives du dividende et du diviseur. 
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Si le troisième chiffre décimal eût été plus petit que 4, il est 
évident qu'en ajoutant au quotient une quantité moindre que 
0,0005 on n'aurait pas obtenu 0,515, et qu'alors ce quotient 
eût été plus près de 0,51 que de 0,5S; donc on aurait dû 
prendre 0,51 pour sa valeur. 

Si le troisième chiffre du quotient eût été 4, alors, en ajou- 
tant à ce quotient une quantité inférieure à 0,0005, on aurait 
pu trouver un nombre plus petit ou plus grand que 0,515, de 
«orte qu'il n'y aurait pas eu de raison pour préférer 0,51 ou 
0,52. Dans ce cas, il aurait fallu recommencer le calcul en pre- 
nant 0,0001 pour limite de e, et si le quatrième chiffre du nou- 
veau quotient n'était pas un 9, il n'y aurait aucune incertitude, 
et l'on prendrait 0^51 ; mais si ce quatrième chiffre est un 9^, il 
faudra recommencer le calcul en prenant 0,00001 pour 
limite de e*. 

547. Racines. Pour extraire la racine m**"» (Tum quantité 



* Les principes que nous avons donnés sur Tévaluation des erreurs relatives 
peuvent aussi être employés pour déterminer un produit ou un quotient avec 
une approximation donnée. En effet, pour calculer ce produit ou ce quotient à 
moins d'une unité de l'ordre de son m™ chiffre à partir de la gauche (ou en d'au- 
tres termes pour trouver ses m premiers chiffres), il faudra faire en sorte que 

Terreur relative commise soit moindre que -rrr- ou que ,^ , .v ,,.,-. .(^38), 

lu yj^-T \} lu 

en désignant par K le premier chiffre significatif à gauche; or^ cette erreur 
résultant des erreurs relatives soit des deux facteurs, soit du dividende et du 
diviseur, on verra facilement quelles erreurs relatives il conviendra de com^ 
mettre sur ceux-ci, c*est-à-dire combien de chiffres il faudra prendre dans 
chacun d'eux (339). 

Premier Exemple. — Calculer les cinq fremiefs chiffrés significatifs à gau- i 

che du produit de 123,4567895 par 18,97654327 à moins d*une unité de Vor- ■ 

dre du dernier chiffre calculé; en d'autres termes, calculer ce produit à 

moins de ^ ^^^^^ = rrr de sa valeur exacte. Pour que Terreur relative de ce 
100000 10* 

produit soit < r^^, il suffit que Terréhr relative commise sur chaque fact6Ur 

soit < J[. rjs (note du n« 343), et d fortiori, qu'elle soit < ^ • iqî = Tq6' 
On prendra donc dans chaque facteur 6+1^7 chiffres à partir du premier 
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quelconque A, à moins de zy multipliez cette quantité par 8«, ex^ 

trayez la racine m**"* du plus grand nombre entier contenu dans te 
produit^ en ayant égard à la règle donnée à la page 288, et divisez 
cette racine par B. La démonstration est celle même que nous 
avons donnée pour les racines carrée et cubique. 

548. Pour faire une application de toutes les règles que nous 
avons établies, nous allons nous proposer de calculer à moins 
d'un demi-centième près la valeur de la fraction 

7c»— lug7 ' 



chiffre significatif à gauche, et ron multipliera 123,4567 par 18,97654. On 
fera d'ailleurs usage du procédé de la multiplication abrégée (14:5) : 

1 2 3,4 5 6 7 
4 5 6 7 9 8 1 



12 3 4 5 6 7 

9 8 7 6 4 8 

11110 5 

8 6 3 8 

7 3 8 

60 

4 

2 3 4 2 7 6 



Le produit cherché est 2342,7; il est exact à moins d'une unité de Tordre 
de son cinquième chiffre significatif, c'est-à-dire que Terreur absolue est 
moindre qu'un dixième. 

Druxièmb Exemple. — Calculer les trois premiers chiffres du quotient de 
25,2 par ic:^3, 1415926535...., à moins d^une unité de Vordre du dernier 

chiffre calculé; en d'autres termes, calculer ce quotient à moins de t^-=: --- 
de sa yaleur exacte. Pour que l'erreur rehitive de ce quotient soit < -L, ij 

suffira que Terreur relative du diviseur Ait < rr^ (note du n* 84:5, S"*) • On 

prendra donc au quotient 3 + 1 = 4 chiffres, et Ton divisera 25,2 par 3,141. 
Le quotient 8,02 est exact à moins d'une unité de Tordre de son troisième chif- 
fre signi^catif, c'est-à-dire que Terreur absolue est moindre qu'un centiëmer 
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dans laquelle ic représente le nombre 3,141592653589793. . • • 
n est facile de voir : l» que it étant compris entre 3, 1 et 3, 2, 
son carré est > 9, 61 et < 10,24; 2» que ic»> 9,61. 3 = 28,83 et 

< 10,24 X 3,2 = 32,768 : que par conséquent ^î?> 5. 

D'ailleurs, log 5>0,6l et log 7< 1. On fera donc dans la 
formule [7] 

B'=:28— 1 = 27,8* = 33, A''= 10,24 + 0,6 1—4 = 6,85, 

et Ton trouvera, d'après la règle de la page 288, c<-in^(^ 
= ?IMo= 0,009. • • . Ainsi il suffira que les deux termes ne 
soient pas erronés chacun de neuf millièmes. En conséquence, 
comme le numérateur doit être pris par défaut (548, 3*"), ic' et 
log 5 devront être évalués par défaut à moins de 2 millièmes 
(S43}, et V^' par excès à moins de 4 millièmes (545) ; mais 
il sera plus commode de calculer ces trois valeurs à moins de 
0,001. Commençons par v/k*. Pour être sûr de Tapproximatiou 
demandée sur ^t*^ il nous faudra calculer cette racine avec 
quatre décimales, et par conséquent ic' avec huit; en consé- 
quence nous déterminerons, par la méthode à'Oughtred, n^ à 
moins d'un billionième, et nous en déduirons i^ à moins d'un 
cent-millionième. On trouvera ainsi 



«=3,14159265358 


Tç» = 9,8696044007 


8 53562951413 


5 3562951413 


9,42477796074 


29,6088132021 


31415926535 


9869604400 


12566370612 


3947841760 


314159265 


98696044 


157079630 


49348020 


28274328 


8882640 


628318 


197392 


188490 


59214 


15705 


4830 


942 


294 


155 


45 


24 


31,0062766b60 


7ç»= 9,86960440078 


7t»=31, 00627667 * 
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€t par suite v/7?"= 5,5683. . • , de sorte que la valeur par excès 
de v^Tc* est 5^569 à moins d'un millième près : donc 

7ç» =9,869 
log 5=0,602 

10,471 
v/Tt»=5,569 

T^+log 5 — v/^'=4,902. 

Le dénominateur de la fraction proposée devant être calculé 

par excès, nous prendrons 

7c»= 31,007 

log 7 = 0,845 
ic»— log 7 =30,162. 

Enfin» en divisant 4,902 par 30,162, on trouvera 0,1625, de 
sorte que la valeur demandée est 0,16. 

549. Il arrive souvent que l'on doit opérer sur des nombres 
qui ne sont qu'approchés, et on a alors, en général, des idées 
fort peii exactes sur la grandeur des erreurs qui peuvent affecter 
les résultats que l'on obtient. Nous allons nous occuper de 
l'évaluation de ces erreurs, et d'abord nous observerons que, 
comme le calcul des nombres décimaux se ramène à celui des 
nombres entiers, nous pouvons ne considérer que de pareils 
nombres ; et, pour déterminer l'erreur définitive, il suffira de 
mulllplier ou de diviser celle relative aux nombres entiers par 
l'unité suivie d'autant de zéros que l'on devra porter la virgule 
de rangs vers la droite ou vers la gauche du résultat entier que 
l'on aura trouvé. 

530. Soient a et & deux nombres entiers supposés erronés de 
moins d'une demi-unité: il est clair que nous aurons une limite 
de l'erreur qui peut afiecter leur produit, si nous les supposons 
tous deux erronés d'une demi-unité et dans le même sens. En 
conséquencci le véritable produit devra être 



Donc l'erreur commise, en subsliluant le produit ab à celui-ci, 
est sensiblement i (o+&); mais i {a+b) contient au plus au- 
tant de chiffres qu'il y en a dans le plus grand des deux nom- 
bres a et 6 : donc, un produit de deux facteurs, exacts chacun à 
moins d'une- demi-unité, pewt avoir autant de chiffres er- 
ronés jwr sa droite que le plus grand de ces facteurs contient de 
chiffres. 

On verra de même que si Fun des deux facteurs est exact, ce 
produit pourra avoir autant de chiffres erronés qu'il y a de chiffres 
dans la moitié de ce facteur. 

Exemple . Soient les deux facteurs 734,1 et 8,24, exacts cha- 
cun à moins d'une demi-unité de l'ordre dont est son dernier 
chiffre décimal. Le produit des nombres 7341 et 824 pourra 
avoir 4 chiffres erronés, et comme le produit demandé doit 
avoir sdécimales, on voitquel'on ne pourrapas mëmecompter 
3ur le chiffre des unités de ce dernier. 

3S1. Passons à la division, et supposons d'abord que le 
dividende seul soit erroné et qu'il le soit d'une demi-unilé. 



commise en prenant r pour sa valeur sera 



[8]. 



b b ~2b 

Donc, quand le dividmde sera erroné de moins d'irne demi- 
unité, l'erreur commise sur le quotierit sera moindre que l'unité 
divisée par le double du diviseur; ainsi il sera facile de l'évaluer 
dans chaque cas particulier. 

Exemple. Diviser 2,76 par 0,I45fl, le dividende étant erroné 
de moins d'un demi-cenlième. Ramenons cette division à celle 
de deux nombres entiers uls que le dividende soit erroné d'une 
demi-unité au plus, et nous aurons ainsi à diviser 276 par 1456; 
donc l'erreur commise sur le quotient de celte division sera 
moindre que s^^r^<h-Thni'' mais ce quotient sera 100 fois 
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moindre que le quotient demandé, donc celui-ci ne sera pas 
erroné d'un demi-dixième. Or, en effectuant la division de 2,76 
par 0,1456, on trouve 18,95...; si donc le dividende est erroné 
par excès, 18,9 seralavaleur du quotient à tnoimcTun dia^ième; 
mais si le dividende est erroné par défaut, on ne pourra pas 
affirmer que 18,9 n'est pas trop faible d'un dixième. 

582. Supposons maintenant que le dividende et le diviseur 
soient tous deux erronés d'une demi-unité. L'erreur dont sera 
affecté le quotient des deux nombres a et & sera maximum 
quand ils seront tous deux erronés en sens contraire. Dans cette 



hypothèse, le véritable quotient devrait être r=z^, tandis que 

nous prenons pour sa valeur ? ; donc l'erreur que nous com- 
mettons est 

bz^i b-'^b{bzpiy 

Si l'on observe que (bzpl^) est évidemment plus grand que 
t— 1, on verra que l'on pourra prendre 

i'b{b—r) '^^^' 

pour limite de l'erreur commise. 

Supposons, par exemple, qu'on ait à diviser le logarithme de 
S par celui de 3; on devra faire a= 0,30103 et ^ =0,4771 2; 
de sorte qu'en prenant |^^ au lieu du quotient de ces deux 
logarithmes, on commettra une erreur moindre que 

Si Ton veut évaluer cette erreur en décimales, on observera 
que cette fraction est plus petite que a?/oWo* = stms^yi&ui^ 
d'où l'on voit que la limite de l'erreur sera inférieure à 0,00003. 
Si donc on réduit iri^ en décimales, comme on trouvera que 
le cinquième chiffre est un 3, on en conclura que l'on peu 
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compter sur les quatre premiers, et qu'ainsi ^^ == 0,6309, 
à moim d'un dix-millième. 

Mais si, le quotient étant erroné par défaut, le cinquième 
chiffre était un 7, on ne serait pas sûr du quatrième chiffre ; 
car,en ajoutant Terreur à la partie du quotient qu'on néglige, 
il pourrait se faire que la somme surpassât un dix-millième. 

De même, si, le quotient étant erroné par excès, le cinquième 
chiffre était plus petit que 3, il pourrait arriver qu'en retran- 
chant une quantité moindre que 0,00003 de ce quotient, le 
chiffre des dix-millièmes fût altéré, de sorte que Ton ne pour- 
rait pas compter sur ce chiffre. 

* 555. On peut mettre la formule 

i(a+b) 
b{bzpi) 

sous une forme qui permette de reconnaître sans calcul sur 
combien de chiffres on peut compter. Nous diviserons pour 
cela le numérateur et le dénominateur par bj ce qui donnera 

2 



Ainsi, en représentant par q le quotient demandé de a par &, 
on pourra prendre pour limite de Terreur commise sur ce 
quotient 

^'b=rr 

Cette quantité sera maximum quand b sera le plus petit et q 
le plus grand possible. Supposons donc que b renferme n chif- 
fres et que q en contienne n-^m; le minimum de 6 — 1 sera 
un nombre formé de (n — 1) chiffres 9, et le maximum de g+ 1 
sera Tunité suivie de (n+m) zéros. Alors le quotient de q+l 
par 6— 1 sera composé de (m -|- 2) chiffres, dont le premier 
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sera l; de sorte que ce quotient sera moindre que deux unités 
de Tordre (m+ 2). Donc sa moitié, c'est-à-dire la limite de l'er- 
reur, sera moindre qu'une unité de cet ordre, et par conséquent 
les (m+2) derniers chiffres du quotient pourront seuls être 
erronés, pourvu toutefois que le (m +2)'*»» chiffre à gauche 
ne soit pas un 9 si le quotient est erroné par défaut, ou ne soit 
pas un zéro s'il Test par excès* ; mais ce quotient se compose 
de n+w chiffres, donc il en aura n+wi— (m+2)=n— 2, 
dont le dernier ne sera pas m général erroné d'uiie unité. 

Les raisonnements qui précèdent s'appliquent évidenunent 
au cas où m serait nul» 

Mais si q contenait moins de chiffres que 6, on ramènerait ce 
cas à celui où m est nul, en écrivant à la droite du dividende a 
un nombre convenable de zéros ; car le quotient et Terreur 
seraient tous deux multipliés par Tunité suivie de ce nombre 
de zéros. 

Concluons donc que, quand le dividende et le diviseur seront 
tous deux erronés de moins d'une demi-uniiéy si n représerUe le 
nombre des chiffres du diviseur^ on pourra toujours compter sur 
les (n — 2) premiers chiffres à gauche du quotierity à moins qvs, si 
le quotient doit être erroné par défaut ou par excès ^ la Cn — l)**"* 
de ces chiffres ne soit un 9 ou un zéro. 

En appliquant cette règle àTexemple du numéro précédent, 
on verra qu'on ne pourrait compter que sur les trois premiers 
chiffres de ce quotient, tandis que la formule [9] nous a appris 
que les quatre premiers étaient exacts. 

De même, si Ton a à diviser 9,6 par 0,0004, /e ramène cette 
division au cas de deux nombres mtiers erronés chacv/n d'une 
iemi'Unitéj ce qui me conduit à diviser 96 par 4. La règle, ainsi 



* On conçoit, en effet, qu'en ajoutant une quantité moindre qu'une unité 
de l'ordre (m + 2) au nombre exprimé par les (m H- 2) derniers chiffres du 
quotient, on ne formera pas une unité de l'ordre (w-i-3), si le (m + 2) »*«*»• 
chiffre n'est pas un 9, et qu'en retranchant de ce même nombre une quantité 
moindre qu'une unité de l'ordre (m + 2), le (w+ 3)^*™* chiffre ne sera pas non 
plus altéré, si lé (m + 2)»*'"« n'est pas un zéro. 
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que la formule ^. ./[_. , indiquent que l'on ne peut pas 
même compter sur le premier chiffre du quotient; mais en em- 
ployant la formule plus exacte i- ^?^'^n , on reconnaîtra que 

le quotient ne peut pas être erroné de 4 mille : donc le quotient 
demandé est 20000 à moins d*une demi-dizaine de mille près. 

*884. Proposons-nous maintenant d'extraire la racine carrée 
d'un nombre a exact à moins d'une demi-unité. L'erreur com- 
mise en substituant ce nombre à a±^ sera 

^a+i— \/o> ou )/a^a — ^. 



Multiplions et divisons la première expression par V«+i+v^a 

et la seconde par v'û+V^o — iî et elles deviendront respective- 
ment, 

1 1 

'\ . ,-. , quantité plus p;tHe que —7= 

i 1 

et -7: — ^, , quantité plus petite que , 

On pourra donc prendre ■ pour limite de l'erreur com- 
mise, et on l'évaluera facilement en calculant les deux premiers 

chiffres de v^a— 1. 

Veut-oUy par exemple, la racine carrée du nombre 8,235, 
supposé trop faible de moins d'un demi-millième; cette racine 

est égale à y 82350 Qr, comme le nombre 82350 est erroné de 
® 100 

moins d'une demi-dizaine, au lieu de l'être d'une demi-unité, 

la limite de l'erreur que l'on commettra en extrayant sa racine 

carrée sera — , ; mais la racine carrée de 82349 com- 

4v/82349 

mence par 28; donc cette fraction est <r-ôÔQ< 0>01î donc 



1 



r 



804 APPENDICE. 

l'erreur commise sur la racine carrée de 8,235 sera moindre 

que -^=OyOOOl. Ainsi Ton pourra pousser le calcul de cette 

racine jusqu'à la troisième décimale; mais si Ton va jusqu'à la 
quatrième décimale, on trouvera 2,8696.. .. On voit par là que 
2,870 est la racine demandée, à moins d'un demi-millième. 
En effet, si Ton ajoute à 2,8696.... une quantité moindre qu'un 
dix-millième, on obtiendra un nombre moindre que 2,8698. 

*588. On peut déterminer, à l'inspection du nombre pro- 
posé, sur combien de chiffres on peut compter dans l'expres- 
sion de sa racine carrée. Supposons, en effet, 1* que le nombre 
de ces chiffres soit 2n : Terreur sera la plus grande possible 
lorsque a sera le plus petit possible, c'est-à-dire 10*"-*, et 
alors (a — 1) sera composé de (2n — 1) chiffres 9; donc sa 
racine sera plus grande que trois unités de l'ordre n, donc 

< TTTTvTt < T7S- Aî"si, pourvu que le (n + !)»*»• 



ky/K^ ^12.10-» ^10 

chiffre décimal ne soit pas un 9 si la racine est erronée par 
défaut, ou un zéro si elle l'est par excès, on pourra compter 
sur n décimales; et comme la racine a d'ailleurs n chiffres 
entiers, on en conclut que l'on pourra compter sur 2n chiffres, 
c'est-à-dirè sur autant de chiffres qu'il y en a dans a. 

2® Supposons que a contienne (2n4-l) chiffres : son mini- 
mum sera donc 10'*} et par conséquent a — 1 sera composé de 

2n chiffres 9, de sorte que v^a — 1 sera plus grand que neuf 
unités du n- ordre : donc -^<5^J^<_1., d'où 

l'on conclura que l'on peut compter sur n-f-l+n=2n-|rl 
chiffres. Donc on pourra compter^ en général, sur autant de 
chiffres quHl y en a dans le nombre proposé^ el le dernier de ces 
chiffres ne sera pas erroné d'une unité de V ordre dont il est. 

Si l'on applique cette règle à l'exemple précédent, on verra 
que, comme le nombre 82350 est erroné d'une demi-dizaine au 
lieu de l'être d'une demi-unité, il ne faut pas tenir compte du 
dernier chiffre ; de sorte que l'on ne devrait compter que sur 
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4 cliiffros (le la racine dans 82350, et parlant sur les millièmes 
seulement de celle de 8,235 : ceci est d'accord avec ce que nous 
avons vu plus haut. 

» 

PROBLÈMES SUR LES PROGRESSIONS PAR DIFFÉRENCE 

ET PAR QUOTIENT. 

586. Si Ton convient de représenter en général par a, r, /, 
net 5 respectivement le premier terme^ la raison, le dernier 
terme, le nombre et la somme des termes d'une progression par 
tliiïérence, les règles que nous avons établies aux n®* 2G7 et 
fi71 donneront 

/=a+(n^l)r [1], et 5=^î±^ [2]. 

On a donc ainsi deux équations entre les cinq quantités a, r, /, 
n et s\ de sorte que, si Toîi donne trois quelconques de ces 
quantités, il sera facile, àFaide des principes élémentaires de 
l'algèbre, de calculer les deux autres. Or comme avec ces cinq 
quaiitités prises deux à deux pour inconnues on peut former 
les dix combinaisons 

a et r, a et/, aet n, aet5, ret/, r etn,ret 5, /et n, / et s, net*, 
on voit qu'il y a ainsi dix problèmes à résoudre sur les pro- 
gressions par différence. Nous ne nous occuperons que du 
huitième. 

Problème. Étant donnés a, r et s, on demande 1 et n. 
On remplacera dans [2] / par sa valeur donnée par [l], et il 
viendra 



,= ll2±Çîiz2)lÎ2[3], d'où n'+^ii=I>î-?^=o 



[4]. 



Ainsi, en résolvant cette équation, on obtiendra la valeur de n, 
et, en la substituant dans la formule [1], on aura celle de /. 

n étant un nombre entier positif, il faudra, pour que le 
problème soit possible, que les racines de Téqualion [4j soient 
réelles, et qu'il y en ait au moins une qui soit positive et 
entière. Si r et s sont de signes contraires, il faudra, pour que 

20 
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les racines de Téquation [4] soient réelles et positives, que 

Ton ait 

(2a — r)*+ar«>0- et 2a — r<0; 

et si, de plus, les deux racines de l'équation [4] sont entières» 
le problème aura deux solutions. 

Si r et 5 sont de. mêmes signes, le dernier terme — —'de 

l'équation [4] sera négatif, et les deux racines seront réelles 
et de signes contraires; de sorte que, si la racine positive est 
entière, le problème aura une solution. 

557. Si la racine négative est aussi entière^ on pourra se pro* 
poser (fen trouver V interprétation. 

Pour y parvenir, on changera n en — n dans la formule [3], 
ce qui donnera 

l2a+(-n-l)r)(-n) ,_ {-2a+(n+l)r}n 
5— 5 , ou s — ^—. , 

en changeant les signes des deux facteurs du numérateur, ce 
qui n'altère pas sa valeur. Ainsi il faudra, en se reportant à la 
formule [2], que — 2a+ (n+ l)r représente la sommedes deux 
extrêmes de la progression. Hais si l'on désigne par x le 
premier de ces termes, cette somme aura pour expression 
2a« -j- (n— l)r ; donc on devra avoir 

2a?+(n— l)r=— 2a-f-(n+l)r, d'où a?=^(a— r); 

de sorte qu'il faudra faire commencer Ja progression pnr 

— {a—r). 

388. Pour les progressions géométriques, la traduction algé- 
brique des règles que nous avons posées aux n<^ 275 et 27(> 
donnera les deux équations 

|=af--*[5] et 9 = j^ [6]; 

en conséquence, on pourra se proposer, sur les progressions 
géométriques, dix problèmes analogues à ceux que nous avons 
indiqués (556) sur les progressions arithmétiques. 
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La résolution du deuxième, du quatrième, du septième et 
du neuvième ne présente aucune difâculté; le premier et le 
cinquième dépendent d'équations d'un degré supérieur au se- 
cond si n> 3 ; quant aux quatre suivants, ils présentent une 
application du calcul des logarithmes. 

559. Problème. Étant donnés r, 1, s, calculer a et n. 
De l'équation [6] on tire immédiatement 

a=:lr'^s{r — 1); 

substituant dans Téquation [5], on trouvera 

/=j/r— «{r— l)tr"-S 

d'où, en prenant les logarithmes des deux membres (281 et 
283), 

log/=logMr— 5(r— l)j + (n-.l)logr, 

et, par suite, 

, , log/— logeur— 5(r—l )} 

' logr 

3C0. Problème. Étant donnés a, 1 et s, trouver retn. • 
On tire de l'équation [6] 

s — a 
r = ,i 

s — / 

mettant celte valeur de r dans [5], il viendra 



, fs—ay' 



d'où, en prenant les logarithmes (281, 282 et 285), 

log{=loga+(n— l){log(«— a)— log(5— OU 

et partant 

n— 1 I log^— lo^g 

"^ log (s— a) — log («—/)* 
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SOI. Problèue. Étant donnés a, r, s, calculer 1 et n. 
L'équation [6] donne 

r 

Je substitue cette valeur de l dans Téquation [5] et je trouve 
successivement 

a+s(r-l) 

r 

ïog la+(r— 1)5{ — logr=:loga-}-(n— l)logr, 
log {a+(r— l)^j =loga+nlogr, 
log|fl-f (r — 1)^}— logg 

862. Problèue. £tan/ donnés a, r, I, trouver setn. 

L'équation [6] donne immédiatement la valeur de s. Quant à 
celle de n, on la tire de Téquation [5] en prenant les loga- 
rithmes des deux membres. On trouve ainsi 

log/=loga+(n-l)logr, d'où n=== l + l5^j=l^. 
SUR LES PROPRIÉTÉS DES NOMBRES. 

5G3. M. PoiNSOTapubliéy dans le dixième volume du /oumaf 
de Mathématiques de M. Liouville, un Mémoire très-remar- 
quable sur la théorie des nombres y et duquel nous allons extraire 
plusieurs propositions que cet habile géomètre a démontrées 
avec une simplicité qui permet de les faire entrer dans un cours 
d'arithmétique. Ces propositions formeront ainsi le complé- 
ment de notre chapitre III. 

Il résulte du principe du n"* 81 que si plusieurs nombres sont 
premiers avec un autre nombre N, leur produit est prmiier avec 
ce nombre N. La démonstration est la même que celle donnée 
au no 83. 
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564. Si N et P sont deux nombres premiers entre euXy les 
restes que Von trouvera, en divisant par N les produits obtenue 
en multipliant par P tov^ les nombres 1, a, b, c,..., (N — 1) in^- 
férieurs et premiers à N, seront, dans un autre ordre^ ces marnes 
nombres 1, a, b, c,..., (N — 1). 

D'abord, tous les produits P. 1, P.a, P. 6, P.c,..., P.(N— 1) 
seront premiers avec N (505}, et par conséquent tous les restes 
que Ton trouvera jouiront de la même propriété; car tout fac- 
teur commun au diviseur et au reste d*une division est aussi 
commun au diviseur et au dividende (démonstration du n'^Të). 
En second lieu, si deux restes étaient égaux, la différence des 
produits correspondants, tels que P.& etP.d, serait divisible 
parNi et cette différence P.d — P.6=P.(d— ft) est un de 
nos produits; ainsi les restes que l'on trouvera, étant premiers 
avec Ny différents, et en môme nombre que les quantités 1 , a, 
6y 6,...9 (N — 1), seront, dans un certain ordre, ces mêmes 
quantités 1, a, 6, c,..., (N — 1). 

568. Si n marqvs combien il y a de nombres inférieurs et 
premiers avec N, et que P soit un nombre premier avec N, P" — 1 
est divisible par N. 

Soient 1, a, &, c,...,(N— 1) lesn nombres inférieurs et pre- 
miers à N : multipliez tous ces nombres par P, vous obtiendrez 
n produits qui, divisés par N, donneront pour restes, dans un 
certain ordre, tous les nombres l,a,6,c,..., (N— 1), d'après ce 

quiprécède(3C4); par conséquentle produit PM.a.6.c....(N — 1) 
desnombresP.l,P.a, P.6, P.c,..., P.(N — 1} est un multiple 
de N, augmenté du produit l . a.b.c. . . . (N — 1) de ces restes* (7 1 ). 



* n est évident que si l'on considère nos deux premiers produits P.l et P.a, 
chacun d'eux peut être regardé comme un multiple de N augmenté du reste 
de la division de ce nombre par N ; de sorte qu*en multipliant ces derx pro- 
duits entre eux, le résultat sera composé de quatre parties, dont trois seront 
des multiples de N, et dont la quatrième sera le produit des deux restes (dé- 
monstration du n" 71), c'est-à-dire qu'il sera un multiple de N augmenté de 
ce produit des deux restes. En multipliant ce produit par notre troisième pro- 
duit P.&, on obtiendra de môme un multiple de N augmenté du produit des 
trois premiers restes, et ainsi de suite. 
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Donc la différence entre P'.l.a.&.c....(N — l)ell.a.6.(?,..(N— 1), 
c'est-à-dire (P* — l)Xl.a.6.c....(N — 1), est divisible parN; 
mais N est premier avec le second facteur l.a.ft.c... (N— 1); 
donc il doit diviser le premier P*" — 1 ; ce qu*il fallait démontrer. 

866« 5» N est un nombre premier absolu^ auquel cas il est 
nécessairement premier avec P, n=N — 1, car tous les nom- 
bres qui sont inférieurs à N sont premiers avec lui; et on voit 
alors que P*^ — 1 est divisible par N. Donc, si ¥( est un ruombre 
premier qui ne divise pas P, P*"' — 1 est divisibkpar N. Tel est 
le fameux théorème de Fermât. 

567. Le carré du produit de tous les nombres inférieurs et 
premiers à un nombre entier quelconque N, étant diminué de 
Vunitéf est toujours divisible par N. 

Soient 1, afi^c^...y (N — 1) les n nombres inférieurs à N et 
premiers avec lui : si vous divisez leur produit successivement 
par chacun d'eux, vous obtiendrez n quotients différents entre 
eux et tous premiers avec N (36^; et si vous divisez chacun de 
ces quotients par N, vous retrouverez pour restes, dans un cer- 
tain ordre, lesn nombres l,a,ft,(j,..., (N — 1). Car ces restes sont 
premiers avec N (démonstration du n"" 3Gtt), et de plus ils sont 
tous différents. En effet, s'il y en avait deux qui fussent égaux, 
la différence des quotients qui, divisés par N, auraient donné 
ces deux restes égaux, serait divisible par N, ce qui ne se peut; 
car, d'après leur formation, ces quotients ont (n^2) facteurs 
communs et deux facteurs inégaux, de sorte que leur différence 
est de la foi me l,c.d..,.(N— l)X(& — a); et si N, qui est pre- 
mier avec le facteur l.c.d....(N— 1), divisait ce produit, il de- 
vrait diviser l'autre facteur 6— a, ce qui est impossible, puisque 
fr et a sont <N. Donc les n restes que Ton obtiendra seront 
les n nombres l,a,6,c,..., (N — 1). 

Donc le produit de ces n quotients est un multiple de N aug- 
menté du produit l.a.ô.c,... (N— 1), que, pour abréger, nous 

A A A A 

désignerons par A ; donc la différence T- r* "j • • • k i — A > 
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A* 

c'est-à-dire -j— A ou A*~* — A, est un multiple de N ; donc le 

produit A* — A* de cette différence par A en est aussi un. Or, 
en vertu du théorème démontré au n* 508, A* — 1 est pareil- 
lement un multiple de N ; donc la différence A' — 1 entre A*— A* 
et A* — 1 est divisible par N; ce qu'il fallait démontrer. 

568. Comme A* — 1 est le produit de A + 1 par A — 1 , il 
s'ensuit que si N est un nombre premier, l'un de ces facteurs 
doit être divisible par N. M. Poinsot a montré, par des consi- 
dérations qui ne sauraient trouver place ici, que c'est le pre- 
mier qui jouit de cette propriété ; d'où cette conséquence : le 
produit de toiùs les nombres consécutifs 1, 2, 3, 4, 5,...., (N — 1), 
augmenté de funitéf est divisible par N, lorsque N est un nombre 
premier. C'est là l'énoncé d'un théorème dû à Wilson , et que 
Lagrange a démontré le premier. 

560. Problème. Combien y a-t-il de nombres inférieurs à un 
nombre donné N et qui soient premiers avec lui? 

Supposons le nombre N décomposé en ses facteurs premiers, 

et soit ^ = a^b^cr Si de la suite naturelle des nombres 

1, S, 3, 4, 5, ... jusqu'à N, on ôte tous les multiples de a, que 
dés nombres restants on ôte tous les multiples de 6, et ainsi de 
suite, il est clair qu'on aura ôté tous les nombres qui peuvent 
avoir avec N quelque commun diviseur. Ainsi les nombres res- 
tants, qui ne peuvent contenir aucun des facteurs simples de N, 
seront nécessairement premiers avec N. Il s'agit donc de trou- 
ver combien il doit rester successivement de ces nombres à 
mesure qu'on reti*anchèra de la suite 

1, ia, ôf 4, ô,...., Si 

tous les multiples de a, et du reste tous les multiples de 6, et 
du nouveau reste tous les multiples de ç, et ainsi de suite. 

Or, si p est un nombre premier avec a et qui divise n, il est 
facile de voir que les termes de la progression par différence 

•f ot • 2a . 3a . 4a • 5at.. . .na 
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que p divise, sont 

«.p, 2«.p, 3a.Py ...y ^.a.py 

de sorte que ces termes sont en nombre marqué par t- ; en 

P 

effet, le plus petit multiple de a et de p est a^ (95), et si deui 
termes de celte progression sont divisibles par p, leur diffé- 
rence doit rétre aussi, de sorte que celte difiërence ne peut 
pas ôlre moindre que «p. 
Cela posé, on voit que la suite 

1,2, 3, 4, 5,....,N 

étant une progression par différence, dont la raison est égale 

au premier terme, le principe que nous venons d'établir pourra 

s'y appliquer, et qu'en conséquence le nombre des multiples 

N 
de a qu'elle renferme est -. On aura donc, pour le nombre N' 

N 
des termes restants, quand on ôte les - multiples de a. 



N'=N--=N.(l--V 



Actuellement de ces N' nombres il faut ôter les multiples 

N' 
de b ; or, je dis qu'il y en a -r-. En effet, je puis considérer ces 

N' termes comme composés de la suite des N premiers moins la 
suite des multiples de a qu'on a soustraits. Or, dans la pre- 

N N 

mière suite, il y a r multiples de 6, de môme qu'il y a- mul- 
tiples de a; et dans la seconde, qui est aussi une progression 
arithmétique ^ a. 2a. 3a. 4a,... Aa=N*, il y a pareillement -r 
multiples de b; donc, dans les N' termes qui restent, après la 



N N' 

♦ On a représenté, pour abréger, - par A, et on désignera -r ParB. 

et 
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première opération, il se trouve — è=^^^^ = ~ • termes 



divisibles par h ; donc on a, comme plus haut, en* appelant N" 
le nombre des termes qui restent après la suppression des 
multiples de &, 

N.= N._NW..(,-i)=N.(-l).(._'). 

Maintenant, de ces nombres restants il faut ôler tous les 

multiples de c; or je dis que dans ces N*' termes il y en a— 

c 

qui sont divisibles par c. Car je puis regarder ces N" termes 

N' 
comme composés des N' précédents, moins Ics-r- multiples de 

b qui y sont contenus. Mais de môme que Ton a démontré que, 

N' 
dans la suitedcs N' nombres, il y en a ^ divisibles par &, de 

N' 
même on prouvera qu'il y en a — qui sont des multiples 

c 

N' 
dec; d'un autre cMé, dans la suite des r'= B multiples de &, il y 

en a - qui sont divisibles par c (car cette suite n*est autre chose 
c 

que les multiples de h pris dans N, moins les multiples de h pris 

N 
dans les - multiples de a); donc, dans les N'^ termes, il y en a 

= =-— divisibles parc; donc, en olant les mul- 

c c c c I » > 

tiples de c, on aura pour le nombre N* de ceux qui restent 
N..=N.-l'=N..(.-i)=N.(,_l). (-■).(.-!). 
d*après ce qui précède, et ainsi de suite ; donc 

»=''H)-('-;)-('-i)" 

Ce théorème est dû à Eukr. 



A 
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STO.Sil'OQ observe quel — - = -^, i— -=_:p ^ etc., il 

Tiendra, en remplaçant N par sa valeur a'b''tfd:.., 

n= a^.{a— 1).6^'.(6 — l).c^.(c— l).d'-'.C£Ï— l).- 

Or, n Von décompost N en facteurs quelconques P, (},... pre- 
miersentre eusr, le nov^e n, qui marque combien il y a de nom- 
bres inférieurs et premiers à N, est égal au produit de ceux qui 
Tnarquent combien ilya de nmnbres inférieurs et premiers à cha- 
cun des facteurs respectifs 9, Q..., de N. En effet, si, par exem- 
ple, P=fl'6« et Û=(f(C, il y a 

a^*.(o— l).ô*-*.(6— 1) et c-^.Cc— l).d-».Cd— 1) 

nombres inférieurs et premiers respeclivcmeat à P et Q ; or le 
produil de ces nombres est évidemment n. 



TABLE DES MONNAIES ÉTRANGÈRES. 



Nous ne donnerons ici que les monnaies de compte^ ou qui 
servent à former les sommes d'argent, avec leurs principales 
divisions. 

fr. c. 

ANGLETERRE. Livre sterling 25 21 

1 livre sterliDg=:4 crowns=20 schillings* 

AuTiùcHE. Florin 2 60 

1 floriii= ^ rixdale =60 kreutzers. 

Babe. Florin.. • 2 12 

Bavière. Florin 2 1& 

Belgique. Franc 1 oo 

Espagne. Piastre ou douro 5 25 

1 doblon=5 pîastres=100 réauz. 

États-Unis. Dollar 5 34 

1 dollar = 10 dunes = 100 cents. 

Francfort. Florin 2 12 

Grèce. Drachme 90 

Hambourg. Marc-banco 1 GS 

Hollande. Florin(de 100 cents) 2 14 

LoMBARDie et Venise. Livre 8& 

Naples. Ducat. 4 24 

1 ducat = 10 carlins := 100 grains. 

Norvège. Écu • 5 63 

Parme. Livre 1 00 
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fr. . c. 

Piémont. Livre »... 1 17 

Portugal. Mille rois* 7 07 

Couronne =5 mille reis. 

Prusse. Thaler de 30 silbergros 3 71 

Rome. Teston de 100 baïoques 5 41 

Russie. Rouble 4 00 

1 rouble:=40 solotnicks= 100 kopecks. 

Saxe. Thaler de 24 bons gros 3 90 

Suède. Écu .% 5 66 

Suisse. Franc 1 00 

Toscane. Livre 84 

Wurtemberg. Florin 2 12 

1 risdales=5 florins. 
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